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HAUPTAUFSÄTZE 


Über die Biegung durchlaufender Platten und 
der rechteckigen Platte mit freien Rändern. 
Von A. NADAI in Göttingen. 


bgleich die elastische Platte ein wichtiges Konstruktionselement des Ingenieurs und 

des Architekten ist, kann nicht behauptet werden, daß man in den Anwendungen 

über ihre Formänderungen und über die in ihrem Innern wirkenden Spannungen 
auch nur in den am häufigsten vorkommenden Fällen der Belastung und der Randbedin- 
gungen so genau unterrichtet wäre, wie dies bei anderen Elementen der Konstruktionen 
in der Baustatik der Fall ist. Dies ist um so auffälliger, als die Methoden, die zur 
Lösung der Randwertaufgaben der dicken elastischen Platte dienen können, seit langer 
Zeit von seiten der Mathematiker auf das beste ausgearbeitet sind und dem Ingenieur 
zur Verfügung stehen. Die Bauformen des Eisenbetons mögen dazu beigetragen haben, 
daß man neuerdings in den Anwendungen den Elastizitätsproblemen der Plattenbiegung 
erhöhte Aufmerksamkeit entgegenbringt und das Bedürfnis empfindet, aus den Folgerungen 
der Rechnung praktischen Nutzen zu ziehen?). 

Für die Behandlung derartiger Fragen der Festigkeitslehbre vorbildlich sind die 
Untersuchungen von E. Meißner, A. Stodola°’) und H Reißner über die Formände- 
rungen und die Spannungen von gewölbten Platten, die nach Kugel-, Kegel- und nach 
Zylinderflächen gekrümmt sind, sowie von rotierenden Dampfturbinenscheiben, ferner die 
Arbeiten von Th. v. Kärmän, R. v. Mises, L. Prandtl und S. Timoschenko über die 
Stabilität von gekrümmten Rohren, von Zylindern, flachen Stäben und Platten, deren 
Verfasser mit großem Erfolg diese schwierigen Aufgaben der Elastizitätslehre streng 
gelöst haben. 


!) Man findet eine Zusammenstellung der neueren Arbeiten liber die Plattenbierunge in den Vor 
lesungeu über techn. Mechanik von A. Föppl (. u. 5. Bd.) und in Love, Lehrbuch der Elastizität. 
Weitere ausführliche Kapitel widmen ihr A. und L. Föpplin »Drang und Zwang«, 1. Bd., München 1920. 
Vergl. auch den Bericht von L. Föppl, diese Zeitschr, 1, S. 466—481, 1921. 

3) die ihre Fortführung in einer Reihe bedeutsamer Dissertationen der Techn. Hochschule in 
Zürich gefunden haben. 
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Innerhalb des hier ins Auge gefaßten Sondergebietes scheint mir für die Anwen- 
dungen zunächst ein Bedürfnis nach einer Zusammenstellung der wichtigsten Singularitäten 
der Plattenbiegung zu bestehen, dann aber nach einer systematischen Durcharbeitung der 
kandwertaufgaben der dicken elastischen Platte für die rechteckige Kontur und für un- 
begrenzte Platten mit den Symmetrieeigenschaiten von rechteckigen Gittern. Die Be- 
schreibung von gewissen Spannungszuständen von Platten der letzteren Art dürfte über 
die Fälle hinaus, in denen sie in den Baukonstruktionen der Praxis vorkommen, von 
weitgehendem Interesse sein, weil diese Deformationszustände zum Ausgang für die Syn- 
these der Lösungen in den verwickelteren Fällen der Grenzbedingungen von endlichen 
und auch von unbegrenzten Platten dienen können und weil sie andererseits die Grund- 
lage für die Aufstellung der Lösungen für die Platten mit großer Ausbiegung bilden 
werden '). 

Die rechteckigen Platten mit freien Rändern bilden eine Gruppe von Belastungs- 
zuständen, die der Rechnung Schwierigkeiten bereitet haben. C. von Bach hat vor 
längerer Zeit darauf aufmerksam gemacht, daß sich der Rand von einer frei gestützten 
rechteckigen Platte von ihrer Unterlage bei der Belastung abhebt. Exakte Versuche über 
die Formänderungen einer frei aufliegenden quadratischen Platte, die durch eine exzen- 
trisch aufgebrachte Last verbogen wurde, veröffentlichte A. Föppl, der das Abheben der 
Ecken ebenfalls beobachtete“). In der Theorie der Plattenbiegung hat man diesem Ver- 
halten von freien Ecken wenig Aufmerksamkeit geschenkt. Die einfache Erklärung, die 
Lord Kelvin und P.G. Tait für den statischen Zusammenhang der 3 Grenzbedingungen 
einer dieken Platte von Poisson mit den beiden von Kirchhoff angegeben haben ’‘), 
gibt die Möglichkeit, die Theorie der Plattenbiegung auf die freie bezw. auf ihrem Rande 
in einzelnen Punkten gestützte rechteckige Platte auszudehnen*). Die Drillungsmomente, 
die in einem Plattenschnitt von den zur Mittelfläche parallel gerichteten Schubspannungen 
herrühren, sind für die Deformation der Platte in größerer Entfernung vom Rand 
belanelos, sofern die zur Mitteltlläche senkrecht gerichteten Schubkräfte durch die 
Ersatzschubkräfte ergänzt worden sind. Als eine merkwürdige Folge dieses Eirsatzes 
ergibt sich die an einem Beispiel (der reinen Schubbeanspruchung einer Platte) bereits 
von Kelvin und Tait bemerkte Tatsache, daß in den Ecken, in denen das Drillungs- 
moment nicht verschwindet, konzentrierte Kräfte übrig bleiben’). 

) Den Grenziall verschwindender Biegungssteifigkeit hat vor kurzem H. Hencky am Beispiel 
der quadratischen Platte in dieser Zeitschrift (Bd, 1, S. 81, 1921) mit Hilfe der von H. Marcus (Ar- 
ınierter Beton, 1919, S. 107) zur Lösung von Randwertaufgaben der dieken Platte herangezorenen Difie- 
renzenreehnung behandelt. 

?) Mitt. aus dem mech. teehn. Labor. d. Techn. Hochschule München, Heft 33, 1915. — Den 
»Versuchen mit allseitig aufliegenden, quadratischen und rechteckigen FEisenbetonplatten«, die von 
(', Baeh und Graf auf Veranlassung des deutschen Ausschusses für Eisenbeton gemacht und veröffent- 
licht wurden, sind Einzelheiten über das Abheben «der Ecken ebenfalls zu entnehmen. 

») der übrigens sein Korrelat in gewissen Sätzen über Doppelbelegungen in der Potential- 
theorie findet. 

') Unter den Untersuchungen, in denen Sonderfiälle der Plattenbiegung behandelt werden, sind 
mir nur die bemerkenswerte Arbeit von H. Happel (Math. Zeitschrift, Bd. 6, Heft 3, 1920) und 
die schöne Abhandlung von W. Ritz über die Bestimmung der Frequenzen von schwingenden 
yuadratischen Platten bekannt, die sich auf den Fall der Grenzbedingungen eines allseitig freien Randes 
beim Rechteck beziehen. Happel benutzt das Verfahren von Ritz zur Herleitung einer Gleichung für 
die elastische Fläche einer rechteckigen Fundamentplatte, die eine in ihrer Mitte aufgebrachte Last auf 
den nachgiebigen Untergrund zu übertragen hat. Die Anwendung des Verfahrens von Ritz bietet in 
seiner jetzizen Form bei den Randwertaufgaben (der Plattenbiegung Vorteile, wo mit einfachen Mitteln 
eine rasche Annäherung an die Funktionswerte zewünscht wird, oder bei der Bestimmung der Frequenzen 
schwingender und der kritischen Lasten knickender Platten. Zur Berechnung der spezifischen Span- 
nunzen müssen die Näherungsfunktionen, aus denen sich jene zusammensetzen, die zweiten und oft sogar 
die dritten Ableitungen der Funktion im Innern des Gebietes merklich annähern, wenn sie brauchbar 
sein sollen. Sie werden sich mit anderen Worten von den partikulären Lösungen der Differentialglei- 
chung nicht wesentlich unterscheiden dürfen, so daß der Vorteil, der in ihrer Willkürlichkeit bestand, 
nicht zur Geltung kommen kann. 

’>) Auf die Notwendigkeit der Anbringung einer Einzelkraft in einer Ecke einer rechteckigen 
l’latte. deren Seiten die Grenzbedingung w = 0, JS = 0 (w Durchbiegung) erfüllen, sofern die Drillungs- 
momente auf dem Rand unterdrückt werden, haben E. Hencky (Ueber den Spannungszustand in recht- 
eekiren Platten, Müinchen, 1913) und ieh (Z.d. V.d.I. S. 487, 1914 und Mitt. üb. Forschungsarbeiten 
Heft 170, 171, 1915, woselbst die Möglichkeit des Ersatzes der Torsionsmomente durch die Eckkräfte 
dureh meine Versuche aus den Jahren 1911 und 1912 belegt wird) hingewiesen. — Die Forderung, daß 
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1. Die Grundgleichungen. Die Behandlung der Aufgaben der Plattenbiegung 
kann an die Theorie der Integralgleichungen anknüpfen, deren Anwendungen auf 
physikalische Probleme in den Untersuchungen von A. Kneser!) iber die Greenschen 
Funktionen des Potentials dargestellt sind. Kneser vereinigt den einen Bestandteil der 
aus den Eigenfunktionen gebildeten Doppelsumme und zeigt für die Greensche Funktion 
des Rechtecks die Uebereinstimmung der erhaltenen einfachen Summe mit der aus der Ab- 
bildungsfunktion folgenden Reihe. Diese wird durch den Logarithmus eines aus Theta 
funktionen gebildeten Quotient ausgedrückt. 


Die elastische Fläche der durch eine Einzelkraft verbogenen rechteckigen Platte 
ist ebenso durch die bilineare Entwicklung des Kernes einer Integralgleichung darstellbar, 
der die zu den nämlichen Grenzbedingungen gehörigen Eigenfunktionen — das sind hier 
die Formen, nach denen die Platte wegen ihrer Biegungssteifigkeit schwingen kann — 
zu genügen haben. So gehört beispielsweise zu den Biegungsschwingungen einer recht- 
eckigen Platte 

MITTE .„ NNMTY 


Ayın Sin sin — ER ET; ; 
a ) 


als Kern die in der Plattenstatik wohlbekannte Doppelreihe von Navier: 


,_.MNX ,„ nNyv ,„ Mai n TUN 
213 sin sin = iR sin 
z \ Pa‘ b” P3 \' a b a (2 
vr= a — 2.9 PPC . . . . . 2), 
n"’N ma m’a* + n“b*) 


durch welche die Durchbiegung w einer durch eine Einzelkraft Pim Punkte x, yo be- 
lasteten rechteckigen Platte ab dargestellt werden kann, die dieselben Grenzbedingungen 
En? 

12(1— v9)’ 
E WElastizitätsziiier, » Verhältnis der Quer- zur Längsdehnung, Ah Dicke der Platte.) 

Für die Spannungsermittlung ist der von Kneser am Beispiel des logarithmischen 
Potentials konsequent durchgeführte Ersatz von derartigen Reihen durch einfache 
Summen, die nach den Funktionen 


Sin, Ep] xy sin, cosxx und x, y Sin, Go xysin,cosx® .» : . ..6) 
fortschreiten, von Wichtigkeit. Auf diesen Ersatz ist man bei der Behandlung von Platten- 
aufgaben auch von anderer Seite aufmerksam geworden. So konnte Estanave?) die 
Uebereinstimmung einer zweiten fundamentalen Lösung der Plattenstatik: 

MITTE NTTY 


ER sin sin 
16pa'b" xy a a 


(w—=0, Jw= 0) wie die Eigenfunktionen (1) erfüllt. (N ist die Plattenziffer —=- 


wm = ee 


n6EN mn mn(m?a? + n?d2)? 
Durchbiegung einer ähnlich wie wr gelagerten rechteckigen Platte, die einem Druck 
p = konst. ausgesetzt ist und gleichfalls bereits von Navier (1520) herrührt, mit der 
Summe von M. Levy’). 


’ N TE 
sin 
4 [gt 2x3 x 192 x x 
tn pa SEM € rn B > a . So NIC 
ud a 4 3 5 \ » DO) 
24Nla a' a IT’ n & .„.nnbN a 
n 1+6&o] ) 
we; 


nn Y rt nTt \ I > \ — r n TT 7 z 
Sin — (b—y)+ — (b—y) Sin —' | (n=1,3,5...) (5) 
Aa a { 


( 


+ 1 Gy) + 

a dt 
zeigen. Summen dieser Art eignen sich wegen ihrer stärkeren Konvergenz für die Be- 
rechnung der Spannungen besser, als die Doppelsummen. Die Möglichkeit des Ersatzes 
hat übrigens einen einfachen statischen Grund. Die Funktionen (3) sind partikulare Inte- 
grale von JAw = 0, ihnen entsprechen im Gegensatz zu den Eigenfunktionen (1) Span- 





in einer freien Plattenecke vom Oeffnungswinkel 90° außer den beiden Randbedingungen von Kirch- 
hoff noch die der verschwindenden Eckkraft zu erfüllen ist, hat übrieens W. Ritz in seiner oben 


Im 
angeführten Arbeit nicht unberücksichtigt gelassen. Sie drängte sich ihm in der Form vn 0 auf 
ITOY 
Grund von Betrachtungen, die aus einem Variationsprinzip entsprangen, auf. 
I) Die Integralgleichungen und ihre Anwendung in der mathematischen Physik. Braunschweig 


1911. 8 33 bis 35 kommen für das rechteckige Plattenproblem besonders in Betracht. 


2) Contribution & l’ötude de l’equilibre &lastique d’une plaque reetangulaire mince. Paris 1900, 
3) ©. R. 129 S. 535. 1899. 
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nungszustände von Platten, die nur auf ihrem Rand (nicht in ihrem Innern) belastet sind. 
erartigen Deiormationszuständen nähern sich die durch einen veränderlichen Druck p 
verbogenen Platten, wenn die belasteten Gebiete in schmalen Streifen entlang des Randes 
angenommen und diese letzteren unter Grenzwerten der Last für die Längeneinheit des 
Streifens auf belastete Strecken zusammengezogen werden. 

Ks wird deshalb im folgenden nicht erforderlich sein, auf die bilinearen Summen 
zurückzugreifen, als nächsthöhere Konvergenzgebilde lassen sich die einfachen unmittelbar 


anschreiben 
Zur Berechnung der Spannungsmomente und Schubkräfte stehen zur Verfügung 


die Gleichungen 


” ‚(w 2 w\ „(w Va 
Biegungsmomente: ın N( - + V ‚)h m„ = —\N (- ; +9; ,) (6), 
ım® () y” { ” IH 
. r aLeT \ 
Drillungsmoment: t= — (1—r)N ri a A a > We 
‚dw ‚odw 
Schubkräite: p=—-N . —-,p nn a 
: ar; 
An den Rändern sind diese letzteren durch die Ersatzschubkräfte bezw. 
OY 
wie folgt zu ergänzen, 
ct cıt 
Beh Bent re 
wobei in rechtwinkligen Ecken Einzelkräite von der Größe 
BRETT 
auftreten. Die Durchbiegung ı hat der Gleichung 
Be 3 6. 2 1 CE ee EEE KIM 
= 


Ih’ 
12(1 y' 


zu genügen, wo p den Druck und N die Plattenziffer bedeuten. 


2. Singularitäten der Plattenbiegung. a) Die Einzelkraft im Innern 
der Platte: 
P 
ri r“ In ; i : k . j . . (12); 
hier und im folgenden sind r x”+y’, p der Polarwinkel, a eine beliebige Länge, 
P eine in der Richtung der positiven Durchbiegungen w wirkende Einzelkraft. 


h Das Einzelmoment im Innern der Platte: 


M r 
f ıY\ 
w—=— y In A ed a N a 
Im N J a 
das konzentrierte Moment A/ wirkt im Ursprung x = y = (0 und hat eine mit der positiven 


r Richtung zusammenfallende Achse. 

ec) Eine Einzelkraft in einer Ecke läßt sich durch die Ersatzschubkräfte er- 
zeugen, wenn von den beiden Drillungsmomenten /, und /,, die in den Schenkeln 1 und 2 
des Winkels wirken, mindestens das eine von Null verschieden is. Der durch die 
positive x- und y Achse begrenzte Winkelraum, dessen beide Schenkel frei (ohne äußere 
Spanuungen) sind, wird durch eine im Punkte @£ — y — 0 senkrecht zur Platte und in 
der Richtung der positiven Durchbiegnngen wirkende Einzelkraft P nach der Fläche 


Er a 7; 


u) . . . . . . . 
2 (1 v)N 
eines hyperbolischen V’araboloids verbogen. 
d Das Einzelmoment in einer Ecke. Wenn das konzentrierte Moment Mı 
in der Spitze eines Winkelraumes vom Oelinungswinkel «@ angreift, auf dessen Schenkeln 


«t . .. 4 . ’ . . . 
y— 4 keine äußeren Spannungen wirken und seine Achse mit der inneren Winkel- 


_ 


halbierenden zusammenfällt, ist die Durchbiegung 


r 
241m + (I +r)tp 


M dA Mr 
| a, ine ba ae, (15), 


[AbE 
(1 v)N (1 v)sina+ (3 +r)a 


yı 





Heft 1 Nädai, Biegunge durchlaufender Platten und der rechteckigen Platte h 


und wenn die Achse des konzentrierten Momentes M, senkrecht zur Winkelhalbierenden 
steht und mit der positiven Y-Achse zusammenfällt: 


r 
2x1n — (1+r)yQ 

M» Aa » 

vw = — ' ai » SER), 
(iv) N (it —  )ein a - (I + rw) Ua 


Die Superposition von :c, und ws ergibt die Biegung einer Ecke durch ein in der 
Spitze des Winkels angreifendes Moment M von beliebiger Riehtung, dessen Komponenten 
M, und M; sind'). 


e) Wenn «— r, der Winkel ein gestreckter ist, ergeben sich die Deformationen 


M, r \ 2. 
u = (>: In -1+-vr)rı a (17) 
(1 —-vr)(3+r)um N 9 a 
bezw. 
Mo» I 
ug = - (2=1n > v)yp)- N  KI8), 
(1—vr)(3+v)n N a / 


die in der Umgebung von geraden Plattenkanten durch ein konzentriertes 
Drillungsmoment (M,) bezw. durch ein konzentriertes Biegungsmoment (M;) 
hervorgerufen werden. 
f) Schließlich gibt 
Pr‘ r I+rl r | h “3 Zr 


vw — }In + 'gpsin2g cos 2 In H- | )) 
2(3+v)naz N a 1l—v| a in 


die Durchbiegung an, die eine in einem Punkte einer 
freien Begrenzungsgeraden (dem Punkte = y= 0 der 
y-Achse) angreifende Einzelkraft P in der Platte (auf der 
Seite 2 > 0) erzeugt. 

Bei den Deformationszuständen / bis / bleiben die ur- 
sprünglich geraden Begrenzungskanten der Platte mit \\usnahme 
der Angrifistelle vo = y —= 0 und der »Ecken« A und B (Abb. 1) De 
frei von Singularitäten und von äußeren Spannungen. Die zu- 
eehörigen Spannungsmomente ergeben sich aus den vorstehenden 
Formeln nach Ausführung der in den Gl. 6 bis 9 vorgeschrie \hbh. 1 
benen Differentiationen. 





3. Durchlaufende Platten. Unter den mehrfach gestützten Platten zeichnet sich 
die Gruppe von Belastungszuständen, deren Formänderungen und deren Spannungen 
doppelt periodische Funktionen der Koordinaten x und y sind, durch ihre hervorragenden 
Svmmetrieeigenschaften aus. Wir greifen unter diesen den l"all der Biegung einer durch 
einen gleichmäßig verteilten Druck p = konst belasteten unendlich ausgedehnten Platte 
heraus, die in einem rechteckigen Gitter von Punkten gestützt ist‘). Eine Reihe von 
Fällen der durch Einzelkräfte belasteten rechteckigen Platten lassen sich auf ihn zu- 
rückfülıren. 

Mit diesem Biegungsfall einer unendlich ausgedehnten Platte hat sich bereits 
". Grashof‘) anläßlich der Ermittlung der Beanspruchung der Feuerbüchse der l,0ko 
motive eingehend beschäftigt, in deren «durch Änkerbolzen aneinander abgestützten und 
dem Dampfdruck ausgesetzten ebenen Wandungen er ebenfalls vorliegt. Die von ihm 


I) Wenn die Vektoren M,. Ms» und M Einzelkräfte bedeuten, stellen lösungen dieser Art mit 
veränderten Beiwerten bekanntlich die Airyschen Spannungsfunktionen der zugehörigen ebenen Span 
nungszustände dar, die J. H. Michell (London Math. Soc. Proc. Bd. 32, S. 35, 1900) angegeben hat. 

2) Dieser Biegungsfall einer unbegrenzten elastischen Platte hat eine unmittelbare praktische 
Bedeutung in den aus Eisen und Beton hergestellten trägerlosen Decken erlanet, deren Konstruk 
tion aus dem Wunsch hervorging, die von mehreren Reihen von Säulen unterstitzten kontinuierlichen 
Deeken ohne LUnterzüge ausbilden zu können. Diese wohl erstmals in den hohen Stockwerkbauten der 
Vereinigten Staaten von Amerika ausgelährten Decken werden aus Beton ınlt regelmäßig anreorıneten 


Systemen von parallel oder auch ring- und strahlenförmig um die Säulen verlegten Kiseneinlaren her- 


gestellt und bilden ein Konstruktionselement, das neuerdings auch als Fundamentpläatte von Hochhehäl- 
tern und als Fahrbahn von leichten Straßenbrü.ken Verwendung gefunden hat. Für die Beurteilunz deı 
zweckmäßigsten Art der Verteilunz und der Bemessunz der Einlaren dürfte die Beschreihune de: 


Spannungszustandes einer derart gestützten Platte, die aus einem homogenen und elastischen Material 
besteht, von Wert sein. 
») Theorie der Elastizität und Festigkeit, 2. A. 8. 358 1878. 
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angegebene Lösung genügt zwar der Plattengleichung (11) und den Symmetriebedin- 
gungen eines rechteckigen Feldes, dessen Ecken durch vier benachbarte Stützpunkte ge- 
bildet werden, sie ergibt aber gleichmäßig verteilte Schubkräfte in den Verbindungs- 
geraden und nicht die Punktbelastung in dessen Ecken. Die Grashoische Lösung mag 
die Gestalt der verbogenen Platte angenähert wiedergeben, wegen der nicht berücksich- 
tigten und auch nicht angenähert erfüllten Grenzbedingungen, die sich auf die Schub- 
kräfte beziehen, liefert sie nicht die richtigen Werte für die spezifischen Spannungen. 
Diese letzteren ergeben sich überall endlich, während sie im Falle der Punktstützung in 
der Umgebung der Stützpunkte- unbegrenzt anwachsen müssten !). 

Auf diesen Umstand hat Lewe’) unlängst hingewiesen; er gibt für die Lösung 
eine Doppelsumme an, aus der er auch den Verlauf ansteigender Spannungsmomente 
gegen die Stützpunkte findet. Für die Gleichung der elastischen Fläche der kontinuier- 
lichen Platte läßt sich indessen die Summe 


» n 7X 
er 4422 37 ( 1) cos ; 
pD - uud pa” ) . Ad >. n TTtb Br - NT L 
= (\ u ) +2; 2 )— Sin So) ; 
384 N b° 2n’N ı; sch, 7 2a a 
n’ Sin? 
2a 
NIY m: _NNY —:, nrıb nnb — „; nnb — ; nMI j 
om om - $0) Do] m au EA de 
a a 2a 2a 2a a 
| | anschreiben, die aus der Betrachtung des Gleichgewichtes 
9 D + eines Streifens von Feldern hervorgeht, der durch zwei Schnitte 
in der unmittelbaren Nähe von zwei benachbarten Säulenreihen 
derart abgegrenzt ist, daß sich innerhalb desselben keine An- 
grifistellen der konzentrierten Stützkräite befinden. Sie erfüllt 
die Grenzbedingungen 
[2 o i ? b ww oVAw - 
y | y-+-, =0,9,=—N —- tz fie), 
I | ‘ 2 Iy IY 
> 1% wo f(x) einen mit den Symmetriebedingungen und dem Gleich 
B h gewicht der (zur Platte senkrechten) Kräfte verträglichen, im 
| | zu übrigen aber willkürlichen Verlauf der Schubkräfte p, festlegt 
und eine Funktion ist, von der nur verlangt wird, daß sie in 
h. 2 14: a 3a b 
Abb. 3 der Gegend der Stützpunkte = + _-, 4, y=r— de 
2 2 . 2 


Streifens von Feldern ab große (endliche) Werte annimmt. Die unbegrenzte Verstärkung 
der Kraitkonzentration liefert dann die Gl. (20). 
Die Durchbiegung ist in der Feldmitte 


‚bie 8 > Sine + eGoi: 
Pr ei 
=y=(0, w= — &( I) - Ze 
N (354 2n® » n? Sin? e 
und an den Stellen 
4 ; > Ent, 
A pb | l a ‚vwiıle + el DI: 
x . y: ), ww = \ r. Te ! 
u.” N (384 2n3 n’oiu?: \ 
h pa®b x > -.4 Site ol: n Te b i 
z-l,y=-, w= tee ii. * ET (8 ur ‚n=2,4,6,..]' 
2 2n’N n?’ On“: 2a 


Ds 


') Ehensowenig vermochte H. T. Eddy Aufschluß über «die starke Zunahme der Spannungen 
in der Gegend der Stützpunkte zu geben. Finen weit befriedigenderen Anschluß konnten Turneanure 
und Maurer durch ihre Näherungesansätze erzielen. So erweist sich die Annahme dieser letzteren, das 
Gebiet rings um die Auflagerstellen als eine kreisförınige »Kragplatte« aufzufassen, «deren Halbmesser 
sie auf ein Fünftel des Sänlenabstandes eingeschätzt haben, bei der quadratischen Feldteilung als recht 
zutreffend. E. Probst, dessen Buch (Vorl. ü, Eisenbeton, Springer, Berlin, I. Bd., S. 533, 1917) ich 
(ie Einzelheiten über die Rechnungsverfahren von Eddy, Turneaure und Maurer entnehme, hebt 
bei der Besprechung der Versuche hervor, die A. R. Lord an einer durchlaufenden Decke an einem 
fertigen Bauwerk in Chicago ausgeführt hat, daß der geführliche Querschnitt bei richtig angeordneten 
Eiseneinlagen an den Säulenköpfen liegt. Eine große Zahl «der bel «der Beanspruchung im Beton ent- 
standenen Risse folgte dem Umriß «er Säulenköpfe Die plötzliche Umleitung der wagerechten Bie- 
zungsspannungen der Platte in die lotrecht:n Druekspannungen der Säulen gibt zu einer weiteren, be- 
trächtlichen Spannungserhöhung an den Uebergangstellen Anlaß, über die die Plattenberechnung nicht 
mehr Auskunft geben kann. 

3) Die Lösung des Pilzdeckenproblems durch Fouriersche Reihen«; Bauingenieur, 1, Jalrg., 


Ss. 651, 1920, 
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Bei der quadratischen Feldteilung « = b sind, sofern das Verhältnis der (uer- 


* ”. 1 * L} Eh? 
zusammenziehung zur Längsdehnung + = E und die Plattenzifier N = er — 
2 — Y°*) 
4 Eh’ r 
=. genommen wird, 
«) 
pa! pa* 


u, —= 0,0373 ,„ Ws = ws = 0,0210 


En? En? 


4. Der $pannungszustand der durchlaufenden Platte setzt sich aus 3 An- 
teilen zusammen: 


m. = m. + m.’ + m.", m, = my + m,’ + my”, t=t! +t'’+t" (21) 


pb’ 12 y? 
m, = rm, = - (1 - -), N RR: (22) 
24 b* 
n 
y BRDB u BEE 
q TIER“ (— 1)? eos (So) J 
+ v)pa . a A 
mM, z= my N : & ru = 0 ‘ , (23) 
2 =, _nnb 
n SDlu 
2a 
n 
> nn 
' (—1)” eos 
(1—r)pab nr ,, a m NTITY m: ,nrıb D oe.,.nndb,e.enni 
m." = — m)" = —— — 2 b jy Sin ’ Sin u " 
2 a FE a a 2 2a a 
Sin? — 
2a \ 
% (24). 
I .,.nNG 
7 i (—1)“ sin 
— v)pvab IT ,., a - ENTY =: nrıb Db se. :nnb —:_ nm 
Eu DIET & — Iybo] I Sn”? 0) Sin” 1 
27 a = HR a 2a 2 2a a 
N — 
2a 


Der erste Teil m., m,, € ist mit den elementaren Biegungsformeln eines einge- 
spannten, gleichmäßig belasteten Stabes, dessen Länge d gleich der Streifenbreite ist, 
identisch. 


Die Spannungsmomente des zweiten Teiles nehmen zu, wenn der Bezugspunkt x, ı/ 
sich den Stützstellen nähert. Die Reihe (25) 


H 


5 NIT n :RTY 
(— 1) eos 80) — 
y “ ” ( 2) . ; 
> na 2,4. 6,..:.. LE er 20 20 
BT" ) , 3%, D, ) ( ) 
n ou 
2a 


ist der reelle Teil der Reihe der komplexen Veränderlichen 2 —= x + iy 


7 





5) nT7Uz 
(— 1)“ cos - 
y “ 
= ARD 
no — 
2a 
ach 
d. i., wenn n—= 2m und g=e a gesetzt werden, von 
2mrnz z 
(— 1)” 9" cos 9 ( ) 
7 A A 
2 — = — — In (m = 2,3 
m (1 — q°*) 2 C 
vom Logarithmus der Jacobischen Thetafunktion 
‚ z Ing f TU 2 
O3; = 1 + 2g.cos —+ 2qg'cos Bee Eee 
a a a 


wobei der Festwert ce durch das unendliche Produkt 
el - U - HI —N.:....: 2 5 


gegeben ist. Die Reihe (25) versagt in der Umgebung der Stützpunkte. Brauchbare 
Ausdrücke zur Berechnung der m.”, m, 


I 7 \ 
9% (+ )- e (44) 9,(v) As Sl um 27 ur , (28) 


" ergeben sich aber sofort, wenn »;(v) vermöge 


2 











u. 
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durch V,(v) ausgedrückt wird. Es folgt 


I T 
Inds3 (v Me er — — mi (v + ME 3 4: ) VO (29), 
wo für In®;(v) die Reihe 
| |)" gt" cos? mrıv 
Ind, (v Ine -+ In2glhıeoszv — 22 ? — x. a Wr En 
0 4 
. . a , s eb 4 
eingeführt werden kann. Der Modul 7 der 'lhetafunktionen ist 7= . »etzt man 
da 

schließlich 

T ib 2 a ıy 

+ „ eti+.-— = 
. zo A dl A 


so ergibt der reelle 'l’eil der Funktion In in (2%) unter Benutzung von (30)| die 
: 22 Pi . s r 
in der Hälfte 0 <y< , des Streifens von Feldern zur Berechnung der Spannungs- 


momente m.’ und nr, brauchbare l’orm 

19 [ 2a EA b— 2y) | a /b 
» » \ 4\ | 

n2| cos + 6ı - ) 


I 2 | a a 4 u. 


7) (1 + ») ’ ıb 1 
m." m 2 ) 


. I)" g NIE re... nn [b 
12 : COS do] ( _— y\! (31). 
nl 1") a a 2 \ 
H Einen weiteren Beheli zur Berechnung von 


$; ( 5 ) 


[4 





Me In 

r 
bieten die winkeltreuen Abbildungen 3 bis 7. Abb. > 
soll eines der unendlich vielen rechteckigen Felder ab 
der kontinuierlichen Platte darstellen. Die zugehörigen 
4 Stützpunkte, durch welche die gleichmäßige Feldbe- 
=: N lastung aufgenommen wird, seien die Ecken D, H,J, X. 
Es genügt, wegen der Syınmetrie die Werte der eben 
angeschriebenen l’unktion in einem Viertelfeld zu be- 
stimmen. 





i RER N b j t 
6 ö Im mittleren Teil des Feldes (etwa u 2 ) 


ist nach Gl. (26) bereits hinreichend venau 
ne +iy) 


(; (° ) u :v I —+ 24603 (32). 
a 


A 











Ilierdurch wird das in Abb. 3 gezeichnete Quadrat 
BER netz der ır, y-Ebene in das System konfokaler Ellipsen 
” und Hvperbeln: 


uU 7° v3 u 1)" p* o% 
, = wel RB 


2 rıy 


_. 
- 
-- 


any 


"(SW > 1 q’ cos” r I q’ sin” : 


l dA dl dA 
der w, v-Ebene abgebildet, das in Abb. 4 mit dicken Linien um 0 und F' als Brenn- 
punkten (mit 4y als Brennpunktsabstand) gezeichnet ist, Der gesuchte Funktionswert ist 
der reelle Teil « von 


1gq I Sin 


“+ iv = Ind; | -) Ine, 
a 


d. i. die Abszisse «' des Bildpunktes «, v’' von x,y in der zugehörigen winkeltreuen Ab- 
bildung 5 der Kurvenscharen (33) auf die «»'-Ebene. 


! ! \ " \ ’ 
Im Gebiet — < y< wird %,, wie oben durch %; ausgedrückt. Die Abbildungs- 
f | 


’? 
.) 


funktion (2) 


| Pr A f 2 ib 
‘ e " FE s U he 
Ind; | a | "T a a (u re PR (. > 
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Abh. 6 Abb. 7 


vermittelt hier die Abb. 6 und 7. Auch hier braucht nur das erste Glied der Reihe 
für v2 

7 

«A 


berücksichtigt zu werden. Das Quadratnetz des (zebietsteilles ABDE der Abb.) über- 
trägt sich jetzt auf das System konfokaler Ellipsen und Hyperbeln, Abb. 6, das durch 
den Logarithmus (bis auf Translationen) in die gewünschten Maßverhältnisse der Abb. 7 
winkeltreu transformiert wird. Die stark ausgezogenen Kurvenscharen der .\bb. I bezw. 6 
werden mittels des dünn eingezeichneten Rasters in das (Juadratnetz von den Abb. 5 


-_ 


bezw. 7 übertragen. Die Werte der für den Spannungsverlauf der Platte maßgebenden 


Q 


’ 2 ib e 1/ TI 
V, — . )=u+iv= 2ql cos — 


a 2a a 


Funktion Mic Ind; (*) im Punkte x, y des Feldes Abb. 3 sind proportional den Abszissen 


a 


des Bildpunktes in den Abb. 5 bezw. 7. 


Der dritte Teil des Spannungszustandes wird unmittelbar aus den Reihen (24) be- 
rechnet. Auch dieser Teil läßt sich übrigens durch Thetafunktinnen ansdriicken: 


MR AT (1 r)pa b \ . Of  E of 

". = NH, = E= „Y sm Ay + E sa ap 
m (Al -v)pab \ . Bf b a ıf : 

t T 17 Mr ()g Ad Me ni 


wo zur Abkürzung f für In’; (- \- Inc steht, 
\@/ 








Pr en 


En ie 





re 
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' ‘ h 
Die Spannungsmomente sind auf der Geraden 
« 17} 
) vpb? 
Mm, rm, = 4 
12 
"ARE \ (— 1)? 
0 (I +r)pab x R 
m, = m . /In?2cos —42 
in a n(1 
5 n U 
1)“ co8 
m ı l —. v)pb* xy «A 
Mm, == m = — 2 
1 FT ı 7 
Di“ 
2a 


2 
£ 


Abb. 5 


nTt ”) 
g" cos : 
a \ 
.- q") \ 
h 
4 ==> C / 





Die Spannungen einer gleichmäßig belasteten durehlaulenden Platte, 


Quadratisches Gitter von Stützpunkten. „ 


Band 2 














Heft 1 Nadai, Biegung durchlaufender Platten und der rechteckigen Platte 11 
> I 
und auf der Geraden x — s Kt! 
2 a 
9 je 


vpb* 12y 
m, =ım, = [ L— 
24 \ b® 





* (1-+-r)pab u: E48 sr [b : q" . nt [b : 
m, = m, = In 2 So - y) ( — y) — 42 (0) -- -4) e 
I a\2 a \2 ; Bil") a \2 ni 
u, ’ 
AT rn (1-v)pd | ss NNY»m:, nnb be. :;nnb  ;nrny ' 
mM: = My : - & \ySin I Sin — 0) (01 
| 7 , 2 ) ) 
2 nn, .nnbi a 2a 2 2a a 
Sin? 
2 ı 


Die Formeln (35) eignen sich besonders zur Berechnung der Spannungen, wenn 


m e 


I " x \ ‘ ne. 
<y<-. Die Spannungsmomente m.”, m,” der Gl. (34) und (35) enthalten den loga- 


rithmisch unendlich werdenden Bestandteil, der von den konzentrierten Stützkräften her- | 
rührt. Der Verlauf der Hauptspannungsmomente ist für das quadraiische Gitter von | 
Stützpunkten für y= 0 und y= - und ferner in den Diagonalen des Gitters aus der 


nebenstehenden Zahlentafel 1 und aus der Abb. 8 zu ersehen. Zur Angabe der Haupt- 
momente ını, m» in den Diagonalen bedarf es keiner besonderen Rechnung, sie ergeben 
sich aus den vorigen auf Grund der Bemerkung, daß die resultierende Belastung der 














durchlaufenden Platte aus zwei ineinander gestellten Gitterpunktsbelastungen vom Abstand (1 
/ j z 
V2a und vom Druck p:2 erzeugt gedacht werden kann. File} 
j 
Zahlentafel 1. Verlauf der Spannungsmomente im quadratischen Gitter. \ 
N 
0,0000 0,0833 0,1667 0,2500 0,3333 0,4167 0,4445 0,4722 0,4859 0,5000 
[47 
Faktor # 
T.l Be ® . N 
in Grad 0 15 30 td 60 75 80 85 88 90 j 
Ad \ 
Mu 1042 1042) 1042 1042 1042 1042 — -- 1042| 10 dpa? 
Mm. s25 720 119 0 — 440 774 o — be -. 899 » 
Mm. 1562 1375 847 70 7771-145 — _ 1702 » 
Me= Mx + Mr" Me »429 3137 308 1112 - 175 —1177 — — — 1559 » 
==) 
my 4167 4167 4167 1167 1167 4167 _ = — 1167 » 
my 825; 720 419 0 — 440 7714 - —_ — 899 » 
my | —-1562  -1375. — 847 - 70 777 1445 _ 1702 » 
myzıny-+ my +my'| 3430" 3512 3739 4097, 4504 4838 — — _ 4970 » 
Mz 1 — 2081 — 208 — 208| — 208| — 208| — 208! — 208 — 208| — 208! — 208 10-4pa? | 
Mi” 692 656 547 348| — I — 661 -1059 - 1746| —2658 & » | 
Ze 14 12 7 0- 7T- 23—- 13- 14—- 14- 14 . | 
Me = Mix + Ma + Ma" 495 460 46 135 219 — 8831| —1280 -1968| —2880 — » | 
a | 
„ — = ' 
3 my | - 8383| — 833 — 833| — 888) — 833| — 8383| — 8838| — 833| — 883| — 883 » 
my" 692 656 547 343] 4 661) 1059 1746 26589 — 
my I— 141— 12 — 7 0 7 12 13 14 14 14 » 
my My + ME + ma 15 189 — 288 4901 — 830 —1482| -1877 —-2565| - 3477|) — » 
| | 
nm = 343 143 28 246 I2 — 567) — 946 -1627 -2437 — 4 » 
U == l 
my = 3453 295 157 — 80 — 456 —1131 1551 —2221 3134 — 2 ” 








Die Ausdrücke (31) und (24) dienen schließlich zur Feststellung des Verlaufes der 
Spannungen in der Nähe der Stützpunkte. Die Entwicklung der Funktionen nach den 
kleinen Größen 


N 
| 
Q 
[ 
Q 
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und nach dem kleinen Abstand 
oo = y:: + 2 
= / 


. r a Ber . r n 
des Bezugspunktes x, y vom Säulenmittel «= _,y= 7 führt hier auf die Formeln 
«ab 3 eo n*® 
m 2 (1 -»)In : I v) S + m; 
1 sı ! A 07 
ab 2ncdo , &2 
MN ‘(1 + »)In - (1 ‚= | + m 
| T l (L j 0? \ 
ab & 7 
= R- | == : 
Ir 0“ 
sofern zur Abkürzung 
> b* 4 1 a 
m; u n \ L =») 2 5 { k — y 2, a .) 
| 03 krırb B 
) Sin? \ 
dA 
‚db? | ” | 1 
2 = 7— Mi— rs) R\ 
N ib | >: krıb ) 
) Sim? 


gesetzt sind. Das sind, abgesehen von den (von den Koordinaten &, 7 unabhängigen) gleich 
mäßigen Biegungsmomenten »r, und ms die Spannungsmomente einer frei aufliegenden 
Kreisplatte, die einen Halbmesser «a 


a a ( A ) 
do =—— = = (QJ ee 9 


2 70c“ 2 a1 — gg) (A a’ ıLl —q") 
hat und eine Einzellast 


I u 


== pab 

gleich der Feldbelastung in ihrer Mitte trägt. Für die größte Inanspruchnahme eines 
Feldes maßgebend ist die Stärke der Konzentration der Stützkrait P oder anders aus- 
gedrückt, das Verhältnis einer linearen Abmessung der Fläche, in der sich P auf die 
Platte überträgt, zu einer Abmessung der Platte, beispielsweise zur Stützweite eines Feldes. 
Unter der Annahme, daß die Druckfläche ein Kreis vom Halbmesser e ist, der nicht zu 
klein im Verhältnis zur Plattendicke A sein darf"), und den sich die Last P als ein gleich- 


mäßiger Druck verteilt, sind die Spannungsmomente im Mittelpunkt 5 = 7) = 0 des Druck- 
kreises 
yab( a ) 
m, == _ )( IN > L? m; 
In e \ 
A h \ (dg 
Mi, n 1 + v) In + ı! + mn. 
t st N e \ 


Die größte Inanspruchnahme ist an diesen Stellen 

ne + b m 6 my 
zii » ’ 

Es läßt sich um jeden Stützpunkt eine geschlossene Kurve angeben, auf der das 
um die Tangentenrichtung als Achse drehende Biegungsmoment verschwindet. Sie schneidet 
die Diagonalen eines juadratischen Feldes in einem Abstand 0,22Sa und die Seiten 
in einem Abstand 0,211a vom Säulenmittel; sie unterscheidet sich demnach nur wenig 
von einem Kreis vom llalbmesser 0,22a. Das Gebiet innerhalb dieses Kreises wird an- 
genähert wie eine durch einen gleichiörmigen Druck p und außerdem durch eine Einzel- 
kraft P= — pa?” in ihrem Mittelpunkt belastete und au! ihrem Umfang frei aufliegende 
Kreisplatte beansprucht‘). 

5, Weitere Fälle von durchlaufenden Platten mit Punktbelastung in recht- 
eckigen Gittern. Die gleichmäßig verteilte Druckbelastung » des in den Nummern 3 
und 4 beschriebenen Spannungszustandes wird aufgehoben, weun zu diesem ein zweiter 
von derselben Art mit versetzten Stützpunktreihen hinzugefügt wird, bei dem jedoch der 


I) Deber die Biegunzsbeanspruchung von Platten durch Kinzelkräfte und über die Verteilune 
der Spannungen in der Umgebung und in der Druckfläche einer stark konzentrierten Kraft vergl. A, und 
l.. Föppl, »Drang und Zwang«, 1. Bd. S. 197 und 2. Bd. S. 102. Ferner Schweizerische Bauzeitung, 
Bd. 76 S. 257. 1920. 


S Anmerkung >. 6. 
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Druck p in entgegengesetzter Richtung wirkt. Es seien / die Stützkraft, « und db die Tei- ie 
lungen in dem rechteckigen Gitter, das von den Stützpunkten gebildet wird. Dann ent 
stehen 

a) durch zwei kongruente, ineinander gestellte Gitter + P,a,b und — P,a,b, 
die um den Betrag 2 x, nach Abb. 9 zeegeneinander verschoben sind, frei aufliegende 





PR VORN 


- ee a 


. . a . . . u. . . 
Plattenstreifen von der Breite =; die durch eine Reihe von Einzelkräften im Ab- 


- 


MH 
stand x, von der einen Seite und 5 voneinander belastet sind; 


















































Abb. 9 Ahb, 10 


b) durch vier nach Abb. 10 ineinander geschachtelte Gitter + P, a*, b* rechteckige 
b* 


. .. a* 14 s 4 : ns 
Platten von den Seitenlängen e und _, die in einem beliebigen Punkt eine Einzel- 


_ 


kraft tragen. Ihre Seiten sind gerade (unverbogen) und in ihnen wirken keine Einspan- 


nungsmomente. Wir erhalten den Biegungsiall w; von Navier (Abb. 2 mita= Re, b= -). 
Der Zusammenhang mit dem unter 3. und 4. erörterten Biegungsfall einer kontinuierlichen 
Platte läßt erkennen, daß zur Angabe der Spannungen in einem beliebigen 
Punkt einer durch eine Einzelkraft im Punkte & % belasteten rechteckigen | 
Platte, die dieBedingungen «=0 und Jw«=0 aufdemRanderfüllt, genügt, 
die drei Spannungsmomente m,, m,, tin einem Viertel des symmetrisch de- 
Yormierten Feldes a*5b* jener kontinuierlichen Platte zu kennen'); 


c) aus acht nach Abb. I1 ineinander gestellten Gittern folgt die Beanspruchung 


eines gleichschenkligen und rechtwinkligen Dreiecks durch eine Einzelkraft 
(renzbed.: v0, Jw=0); 


N} Ds 



























































w/ | Is | I/ 
EN & en a 
} o 
eio eio esio / « ’ = 
oO © fe) ev) 
o ® o [) © e o o 
® ° ° ö ® ö un o © 
o/® ole ol® 
elo elo ol® 
o ® o [-} je) o 
° ° ® ° . ® 
ole ole ole 
Abb. 11 Abb. 12 


I) Eine zweite Möglichkeit «der Syntbese der Spannungen des Navierschen Biegungsfalles bietet 


sich durch Anknüpfen an die Lösung des unendlich langen Plattenstreifens b=#%) 


nm 


P a n T7T U n 7 x n TTx ; 
ee 2 3 1+ ) sin sin (n 1,2, 5,5, EM 
zn’N n n‘ a 


A [67 
(Nädai, Bauing. 2., S. 11, 1921.) 
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d) aus zwölf Gittern nach Abb. 12 die eines gleichseitigen Dreiecks unter 
denselben Grenzbedingungen. In den angelührten Beispielen verschwinden auf den in 
den Abb. 10 bis 12 gezeichneten Netzen von eeeraden Linien die Durchbiegungen :v und 
Je, d.h. auch die beiden Biegungsmomente. 


6. Die eingespannite, gleichmäßig belastete rechteckige Platte.) Grenzi 


man aus einem Plattenstreifen 


‚ p a' t 0°, ? 
= | ee N 36 
Tr ;\ a) (36), 


r . . a . . 
der durch einen Druck p belastet und in den beiden Geraden x + eingespannt ist, 
’) 


a b er r . ne 
das Rechteck = + ,y E , ab, so können die Grenzbedingungen der Einspannung 
a b . er . z 
auch auf den »eiten + — erfüllt werden, wenn man zu w' eine weitere Lösung 
y a' x of re 
ww —e DET 5 en a ee 
384N „ . 
von /J we 0 hinzunimmt. Sie hat die folgenden Bedingungen zn erfüllen: 
a 2 dw 
e—=+ . W"—=lN, 2, Am 0 
> dr rn 
R a an ee 
) “7 „ ’ oO WW 
y-z- 3. w ww, = () 
z ey 
Seien 
0. (8, Yy) = Un (X, y) + vu (8, Y), ’Jw—=0, SEN. -; (38) 
+ | 
» ’ pr r . - 
PR x” ( l b nd nnb(vinıy 
u 9): a RL 2a Mi 
dd nn“ 
2 a 
n 71 u ARE nnb we, nnbe,ernny NT x 
7 6 — hi + Sin (Sol 2 = Ya 
a a 2a 2a a a 
) u“ BRD TR 2x ce EIER 3.3 _ m 7Ty 
I) ein So) Sin (ei - [eos 
in! 2b b a h Ih b 
ve y)= 2 ya re Ps (41). 
' ‘ . n n?bBr MAL MER O9 MR N 1,8, 8,5, 
(m? 4 - ) om $o} + ) 2 
a? 2b 2b 2b (m=2,4,6,...) 


Diese Funktionen sind so bestimmt, daß w,„(x,y) die Bedingungen I, 2 und 4 
erfüllt. Um auch die letzte zu befriedigen, verbleibt die Möglichkeit, aus den Funktionen 


. ‚ R b 
:,(2,y) Summen zu bilden, die auf den Seiten „= * — der Forderung 
vB, w Di ad? 
bie N W, L, 2 —— l Pr ) . ‘ . . . . (42) 


genügen. Dieselbe läuft also darauf hinaus, die Biegungsform des gleichförmig 


ö r 
belasteten, eingespannten Stabes nach den Funktioen w, (x, —) zu ent- 


. . , . . . a 
wickeln, welche die Bedingungen eines eingespannten Stabes z = 7 = 0, 


e) Un 


— 0 ebenfalls erfüllen. Zu diesem Zweck kann man aus den :", die linearen 


(dt 2a 


Kombinationen nach dem Schema: 


W; == WW; 
W; = u m ÜXls2 Ua f (43) 
W; = wı + Ga Wr + O3 wg \ A en 


), Die Lösung durch e’ne Doppelsumme stellten H. Leitz (Z. f. Math. u. Physik 1917) und 
Mesnager (@.R. Paris 1916 S. 478), durch Berechnen der Beiwerte aus einem System von Gleichungen 
mit unendlich vielen Unbekannten H. Hencky (a. a. O., woselbst auch der Fall der Einzelkraft in der 
\.tte des Rechteeks behandelt wird) auf. Mit dem letzteren Fall beschäftigte sich sehr eingehend 
H. Happel (Göttinger Nachr. S. 37, 1914). — Ueber die Biegung des unendlich langen eingespannten 
Plattenstreifens durch eine Einzelkraft s. Bauinz. S. 299, 1921. 
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aufstellen und die Beiwerte «@,, so bestimmen, daß die |}, ein orthogonales System 
von Funktionen bilden, mit dessen Hilfe die Festwerte A, in der Summe 


, j x” . 
24.Ww@) = -(1- 


) 


(44) 
sich als veralleemeinerte Fourier-Koeflizienten: 


| w„? (r) dx 


ergeben. Wegen des ausgezeichneten Anschlusses der ersten der Funktionen ı, (n 


= ]) 
” \ [) 4 x? a .. [} “ 0) r 
an die Funktion (1 — >) genügt indes, hier den ersten Beiwert A, aus einer Nähe- 
a” 


rungs-Forderung, beispielsweise aus der folgenden: 


dl Ad 
.) ’) 


r PR 4 2°\ 2 t » 
A| (a)de = - ( des ) A 1 Be (46) 
‚ a? 15 


zu ermitteln und die Reihe nach dem ersten Gliede abzubrechen. 
ls folgt 


dt Ad 
‘) ‘) 4 gr b tb 
R . zın 4 
u 0 a ) a a 
W, (z)de — zZ +n)de= 
3 7ı ee 
80) | 
a 
2 m TI UA mTTt a 
R om r + 
8a 0b” x ) / 
: _ - m = 2, 4.6.... (47). 
” a? nn. ma m TIA ( = b?\ EN ) ) 
Sin 4 m? (m? + ) 
b b as 
Für das Quadrat ist 
Aı = 2,6607 Pe 1:5.1-4 
Der Biegungspfeil der eingespannten quadratischen Platte ist somit (wenn v — 0,25 
genommen wird): 
t 4 4 
pa f } pa " pa ' 
= =(Ü,....j = (1 + A (tı +) = l 0,5102) = 0,01436 (49). 
3 > / 384 N ) .. : i n3 ) 


d 


Ihre elastische Fläche ist unter Beschränkung auf das erste Glied Aı Wı (x, y) der 
Reihe (44) gegeben durch 
4 2\ 2 
pa Pr 4x ; > 2 _ 


Diese Fläche erfüllt die Differentialgleichung und die Grenzbedingungen auf den 


“r \ . Ow 
Seitenz= + . ‚ ebenso die Bedingung 
( 


aeg 0 au y=H+ = streng. Sie nimmt auf 


y—+- die Werte 
2 


Fb 


r = 0 0,125 0,250 0,375 0,500 


E - n Pr p af 
w = 0,007 0,005 — 0,005 — 0,007 0,000 


»84 N 


an, welche zeigen, daß die Erhebung der Ränder „= + = im Verhältnis zum Biegungs- 


pfeil f (Gl. 49) minimal ist. Durch das erste Glied n — ı der Reihe 


ist also auch die 
letzte Grenzbedingung y= + r w= (0 mit einer für die praktischen Anwendungen hin- 








IR 


u ee, 
\ na enger 
ar re 
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ae ne ae 
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reichenden Genauigkeit (die größte Erhebung des Randes beträgt 1,4 vH vom Biegungs- 
pfeil /) berücksichtigt. 

Durch diese weit getriebene Anpassung der vorstehenden Ausdrücke der elastischen 
"läche an ihre Randbedingungen wird es nunmehr möglich, sie zur Berechnung der 
Spannungsmomente heranzuziehen. Wir stellen ihre Ausdrücke im folgenden zusammen: 


mi 











/ u [ . > em alt 
a hm, —_ ee I)" CmBoN ( 
4b — IS L m > | 
) ‚ (m = 2,4, 6, (d 
] 0 ,a® | , 2 .- :mra |; 
J a = 3 t A, | v-- v2 |) Co) I\ 
8 | “ 2b | 
2 1} u I ee T hi 
Mr bene R I+»-)o | v) - 0) - / 
‚a ’ 2 u za za a 
mm! 2? +Al ı +8 (—1)’ (—S.) 
45 / 4 da ı 71 2 \ 
0) | 
X U .- a - (52 
wr. KU =D - :; 350 
y=V :) | „Urne —-u- 6 —l 
a“ ‚ 2 u .. n“b za 2a za 
IH u. 2-4 A, ’_- 2 L) Out Den 
IS ) m la „end \ 
dp) | 
a Aa PR | 
m =. RB. Eh 7ı bi 
\ 2, (1 +») Sin r (So) _ +(d-») : / 
ya? t“b a 2a a 
\” 2? +A|1 +2 (mm) " Ar 
48 \ A - „7 h 
2 =—=0 0)  ] \ 
. — a u 
Ä us m. (583 
! u u Ei tb ); 
Y: 5) g \ 3} Il+>») om . Op : 8 r) j 
x ( . : t’b 2a 2a 2) a 
Mm, u. Ir A | ’_- 2 ] $ Sn) - 
48 77 4a - TT b \ 
Bo} l 
— a _ 
/ an b’ „ma (1- v) sub? meh zn. m Ita 
wo m Bo} 3 m — "gu 
a y b N u A 2 b 2 h y £ 
Um — 2 u. Pe} 2,9 . (54). 
b’\ - [ BE ur ma ” D’\“ a; mTTA ,-. .-MITA m TTa 
(m? f —) \ Soll Or) + | m’ + ;) Sl (0) : 
a? 5 bh 2b a” \ 2b 2b 2b 


Aus den vorstehenden Formeln ergeben sich für die eingespannte quadratische 
’latte die Biegungsmomente: 


in der Mitte des Quadrats (= y=0) m.= m,— 0,0222 pa? 


. . a - m 7) \ 
in der Mitte einer Seite (= oo, y- 0) m. 0,0515 pa’, m, — — 0,0129 pa’. 


7. Lösungen, die nur von transversal gerichteten Randkräften herrühren. 
Wir führen zunächst zwei, für die folgende Rechnung nützliche Funktionen von x ein: 


En 4%. Ten 1 RAEG nr RER nn BR BE z, RT. RU 
Sp) vo + cm 0) u Si So 
nn 1 } 2b b 2n 2b b n 2 Ih Fr 
Bi | ze (55 
b 3+r _., nna nna di 
ol 
l 1 b b 
ii Su iR BEE FE BAER FEN PN BA HAN 
260) 0) 4 zu vo om 0} 
n TTXx 2b b 2b 2b b b b 35H Ku 
Z ) as ‘ . (56). 
E73 3 +V., nna n Tr a 
Sol tl = 
| Zi b b 
Sei ferner 
nna Br 3+r ., nna nra 
2a ( b’ ni > zı 
f n It a\ n TU n Ta (— ) IT +r b ! 
un (a,y) = — U ) cos „_ 8% ( ) - 57). 
e. I—v)Nn®’n® b b b 16 HR 


So) +1 
b 


Die Funktion w,.(x,y) erfüllt die Differentialgleichung AJu=0 und ergibt auf 
den Rechteckseiten die Biegungsmomente und Schubkräfte: 
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a n TU Y 
au r =. m=(0, 9: = (n 008 r 
m | 
n +] ‘) (58) 
b ; 2 r n TTtx I „ı (-1) m’ m ITtaX 
auly=— mm=I0, =2(—I) 4. Z | zu — u he ——. (08 
2 b 2 ( . n9a?\ ? b 
m? 4 
b* 
a x j ER . na ” 
Hier und im folgenden sind m,n=1,3,5...und für « ( : sei zur Abkür- 


N 7TT A f \ . . Y . 
zung 4, = «( ) gesetzt. Mit Hilfe der «„(x,y) bilden wir Spannungszustände: 
m 
w== 2 A, u (8, % . ..(59) 
n 
bh } 
in rechteckigen Platten, die auf dem Seitenpaar „= + „ den Bedingungen vw =0, m,=0 


Ad 


genügen und auf dem Seitenpaar = + _ nur durch Schubkräfte q. = f (y) belastet 


sind. Wenn diese letzteren in dem Stück e<y<oe den konstanten Wet = —gq 
haben, ist 4qg „.nne 
A=- sin 
tn Cr 
und n TU C n Te n TU 
’ sin U | co3 
u; 8 gb? x b b b ; i ’ (60). 
1—ı)n'N, n‘ 
b . . 11» n . Y 
Auf y= „ ergibt diese Fläche w—=0, m, —= 0 und die Schubkraft 
N | 
8g (— 1) ° ı. RL, n TE X 
Qy m <& sin 7( ) Be Se 
TT 77 N b b 
. b 
Wir erhalten, wenn «&) ce = 
n 1 (" IT *) 
\ ‘) f) 
8gb’ ‚(— 1) ‚(nte\ n TU x SI x t 
vv — ge: [ | ) cos = "2 . (62) 
(1 — p) n* N n n' b b ‚ TI u N 


a . j . . x .. r . 
auf 2 = : gleichmäßig verteilte Schubkräfte q.. ?) Wenn limes 2gc—=Q 
, 4 


N TUT NIT 
gb: o RT uk 
a ö ; ) b iQ) NIC 
Penn y ey ) 4 >“ 
w = _ qu = P 7-2 u (69 
(1—»)n3 N n’ u b A| 2 1 
je eine in der Mitte der Seiten © = + _ angreifende Einzelkraft Q, die entgegen der 


) 
positiven © Richtung wirkt. Schließlich y) wenn zwei Spannungszustände der Art Gl. (60) 
A 


für zwei wenig verschiedene Werte von miteinander kombiniert werden, 
N | 








80»? 5 1 NIE C . /nnNE nm s@ ’ ‘) nTce '/NnTXT 
w = > COS ! | ) cos Qq, = > (—1) ? cos 2 (64 
L-)a’N n? b b u -’ 1: b 2 b ( b E ) 
auf dem Seitenpaar x = + : je zwei Einzelkräfte Q, die in der Entfernung + c von der 
u A . _» . 
Mitte © = # —, y = 0 dieser Seiten angreifen. 
. .. 4 .. t .. 
Wir können den Verlauf der Schubkräfte q, Gl. (62) und (63) auf y= + näher 
) 
nTUE% . R r . . 
angeben. Wenn das Argument ’ der Funktion Z zunimmt, nähert sich der Wert von 
7 rasch der Funktion 
‚„ (nt % 11l-ı ® -nE, u n&g, 
z( )-- (2—nSı)e + (2—nS3)e tn, 
b 23+12 j 
wo 
PB Ta 1 1 .; Ita 1 
= nl - ed u 6 " 
b ® ) er b F we. (66) 
2 





> eg 
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Setzt man A a 7 
so ist 
£ nn — l ne 1 zur Pa 
E 1 a" . ; rn 1 » Sin 
223g" = —_— 22 In Sotg =, 23(—ı) ? "= ———., 22(—1) ? n"’= -— (68), 
Sin n 9 Sol (So)%: 
sofern n— 1,3,5.... und x <1 ist. Demnach ist im Falle «) 


an 
1) 
F. 
"I 
17 
u 
EEE 
. 
= 
—- Es 
a 
— 
Ir 
DV 
| 
_ 
— 
Ir 
- 
Bun 
m 
Ss 
ar] 
-— 
< 
De 
| 
_ 
a 
Iri 
m 
nn 
Sn 
SS 
AR 
DS 
— 


x n 23 +r n n 
1—-rv4g\ & £ | & 23 
In294 - +1In%g = + (= - # —) TE 
34T 2 ) 2 \6in Sin & y 


und im Falle ») 


1 s > . IT a ıL 1» ” nE ! . —nE 
= Ty( ka 12 ("” )—; - | 2—nfı)e "+(2—nS&)e “ 


b 
1—-vQ (5 Sina, — 2 Col, & Sing — 260 M, 
nn Ya (70). 

vb Goj? 5, Sof? 
Durch diese Zerlegung wurde der Charakter der Schubspannungskurven klar- 
gestellt. Wir geben im nachstehenden einige Zahlenangaben für ihren Verlauf bei einer 


juadratischen Platte und die Werte der Funktionen U ,-21, Usrxı\, Ufraı und Z,-. 
| ve no De ei 


die wir im folgenden benötigen werden. 


Zahlentafel 2. 








TTA 
= 0,000  0,2625| 0,524 | 0,785 ' 1,047 1,309 | 1.396 | 1,484 | 1,518 1,571 n 
a 3 
= 
a \ . 
in Winkelgraden 0" 150 30° 45° 60" 750 80° 85° 87 909 m 
a 
Schubkraft q, (Fall ») . au n 
r 0,072 ‚084 20 0,188 | 0,303 ‚517 0,64! 0.858 0 Q 
a6 en A „( 0,0 0,1 ’ ‚303 0,517 345 858 1,011 e- q 
Schul ft qu (Fall 3 ö 
Schubkraft q, (Fall 9], 140 0,159 0,218 | 0,310 0,423 | 0,531 — . - 10,602 | ? 
j nach Gl. (70) füra=b a 
Tıx 
z( = 0,030 0,035 0,049 0,076 0,118 0,180 0,206 | 0,236 0,248 | 0,269 | — 
A 
7TXx 
ol )= 0,2198 0,2237 0,2352) 0,2546 0,2817, 0,3166 . . — 0,3580] — 
d 
Iıe | 
u( )= 0,016 0,018 0,031 0,056 0,102 | 0,181 ”- Dee . 0,308 | — 
a 
ne 
v( )= 0,000 0,000 0,005 0,015 0,045 0,124 — — — 0,5308 1 — 
da 








8. Verwendung der Lösungen .,(x,y) zur Befriedigung der Grenzbedin- 
gungen von Platten, auf deren Ränder nur Einzelkräfte wirken. Mit Hilfe der 
Funktionen «,(x2,y), Gl. (57), kann die Lösung angegeben werden, die in einem Rechteck 
die folgenden Grenzbedingungen erfüllt: 


u, 


x = + 2 1. m. = 0 3, Qz ze | 


b | 
y=-=Ht 3. m =0 4.9,=)9 


‘) 


een. 


/(y) soll im Hinblick auf die Beschränkung auf gerade Funktionen «u, (x,y) gerade 
sein. Sie ist darstellbar durch eine Summe 


EEE. ie A 
wo way) Fu Y) : 2: 0020 (2) 
und m—1 
N d? . (nn 2 m IT! mIT« er 
un(X,y) = SE u ’) cos — . . .... (74) 
a a 
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so bestimmt wurde, daß w,„(s,%y) die Bed. 1, 3 und 4 erfüllt, wozu nur im besondern 


notwendig war, daß das von v, herrührende 9, gleich und entgegengesetzt dem g, von 
u. (8. Gl. (58)) wird. 


Von v, rühren die Schubkräfte 


3 m TT 
m? zZ 
da 


gm 
> 


y ri; 
aux = = g=- 2 er En (75), 

bj (m? + = ) 

bh“ 
m — 1 ’ m7TT.r 

‚ 1 ( 1) ) In” COS 

) \ dd / 
auf y=- Qy, = R? te 


2 y. r x a? - 
m? + n? =) 
b*, 


her, an denen sich dieses i. d. T. bestätigt. Die Lösungen w,„(s,%y) (73) hinterlassen also 
. - . « . a \ .. . . 
einzig und allein auf dem Seitenpaar 2—= + , Schubkräfte, die gleich 


3 m TTU 
m®Z 
nTTY x a 


U, cos TI w < . . } . . . . . . ( 


2, 2 
b ın y ,„, A 
m” + N” g 
b 


sind. Die Randwertaufgabe (71) läuft schließlich darauf hinaus, auf den Seiten r — + a 


- 


eine gegebene Verteilung der Schubkräfte g. = /(y) nach den Funktionen 


a. [my 
m?’Z 
nTTY , a 


s.(y) == (X. 008 ne 2 Zr . . . . . (78) 
b ( q ser” 
nn ) 


zu entwickeln, was ähnlich, wie bei der eingespannten Platte, durch ein aus den s,(y) 
gebildetes Orthogonalsystem S,„(y) durch die Summe 


fı)s.(y)Äany 
Yy) = FASY), A=, | | | . (79) 


n u 
| 8° „ dy 


geschehen könnte. Wegen der weitgehenden Anpassung der Funktionen w,(r,y) an die 
Bedingungen (71) wird indessen genügen, ein oder zwei Glieder anzusetzen und ihre 
Festwerte aus irgend welchen einfachen Variationsforderungen, die sich auf die Verteilung 
der Schubkräfte beziehen, zu bestimmen. Die Funktionen s,(y) schmiegen sich den 


’ 


NnT7TY ° MN . . 
Kurven «,.cos ° mit Ausnahme der Enden des Intervalles nahe an und zeigen in der 


b 
Umgebung der Ecken einen Verlauf, der verwandt mit dem der Schubkraftkurven 9, in 
der Gl. (69) ist. 


ö) Die rechteckige Platte ist in ihren Ecken unterstützt und wird durch zwei 
Kräfte & in der Mitte (x — t Zi Y —0) eines gegenüberliegenden Seitenpaares belastet. 


Wir benötigen die Lösung ?) Gl. (63) der Nummer 7. 
49»? ss nw 70 
u = — Be ‚ul ) cos """ ES = 5 re 
(1—-r)n®?N nn? 5b h 


Die Verteilung von Schubkräften 


De 


. 
4 a NIT 
= IAE 1) 2 (7) u ER, De + 


b b 


Di 


die sie nach (63) auf dem Seitenpaar y — + : hinterläßt, läßt sich jetzt fortschaiien, 


wenn zu w Lösungen vom Typus v,(x,y) Gl. (74) hinzugenommen werden. Es genügt 
bereits die Funktion für n — 1 


ee | ; 
zu w zu addieren und A, so zu bestimmen, daß das erste Glied der Reihe für g, sich 
gegen die von (82) herrührende Schubkraft forthebt. Wir erhalten so 


> 
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u 3 n TI nn‘ 
’ \ -_ R 
U ww —4 A, PX, Y _ U | COS 





| — Dr +. (18 





einen recht guten Näherungsausdruck für die Durchbiegung, der auch zur Berechnung 
der Spannungsmomente brauchbar ist. Er erfüllt die Differentialgleichung und die Grenz- 


dd 


bedingungen 2 = _ m 0, „m 0 streng und von den Bedingungen für die 
h 
Schubkräfte die Forderung q] U) bis auf sehr geringe Fehler. Allein die Werte 
0 a i i m R e E 
von q. auf dem >eitenpaar x b zeigen in der Gegend der Ecken eine Abweichung, 


‘) 
statt der konzentrierten Kräfte in den Ecken ergeben sich Kurven für q,, deren Ordinaten 
in der Umgebung der Ecken von Null verschieden sind und gegen diese hin plötzlich 


zunehmen. Eine “juadratische Platte, die in dieser Art belastet ist, weist die Er- 
hebungen 
\ „pa* 
in der Mitte des Quadrates —=y 0) w = — 0,0221 z 
4 
BR a 14 ‚pa 
. > belasteten Seitenpaares (x = —, y= 0) w == 0,05198 
2 a N 
j dt Re pP A 
’ » unbelasteten » a=0, y- u 0,00511 : 
° 19} Y 


pa’ . .. . . . . 
auf (Abb. 14), sofern @ mit Rücksicht auf eine spätere Anwendung gesetzt wird. 
.) - 


€) Biegung einer ir den Ecken unterstützten rechteckigen Platte durch 4 symme- 


trisch angreifende Kräfte & nach Abb. 13. Statt an 7) ist hier an die Lösung y) Gl. (64) 


anzuknüpfen. Die Durchbiegung ist: . 
ıQ'»° NITC : 
® — ||. cos ee ee. . :° 
l v) ıt?’N ' h 
wo mit ||, der in der eckigen Klammer der Gl. (53) enthaltene Ausdruck bezeichnet ist. 




















Abb. 14 


9. Die Synthese der Lösungen, die zu 
einem freien Plattenrand führt, ist durch diese 
lüinzelausführungen vorgezeichnet. Zu einer recht- 
eckigen Platte, die durch ein in ihrem Innern auf- 
gebrachtes System von Lasten im Gleichgewicht ge- 
halten wird, läßt sich stets eine unbegrenzte angeben, 
deren Formänderungen doppeltperiodische Funktionen 
der Koordinaten x und y sind und deren Belastun- 
gen in jedem Viertel des Periodenparallelogramms 
mit dem gegebenen Lastsystem zur Deckung ge- 
bracht werden können. 
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Durchbiegungen von quadratischen Platten'). 

















Zahlentafel 3. Zahlentaiel 4. 
pa* _ pa* 
2 Kräfte = ‚ Im Gleichgewicht mit 4 Eck- 4 Kräfte © in den Seitenmitten, 4 Eck 
2 4 
krälten. krifte. 
(Belastungsfall 0) Gl. (83), Abb. 14 und 21). (Abb. 15. 
71 1 2 3 / | 3 > 
0 0 
a 6 6 h 6 bh 6 
0 2217 1981 1348 >13 () =217 2148 1985 1851 
| 
2311 2050 1361 153 2148 2050 1316 1570 
: 6 6 
2 2 
” 2621 2270 1393 284 ” 1985 1816 1393 68 
6 th) 
3 2 
3198 2685 1452 0 1851 1570 RHR 0 
ty 6 








Die elastische Fläche «w dieser kontinuierlichen Platte erfüllt auf dem Rand des 
fundamentalen Rechtecks ab die Grenzbedingungen «"—=0 und Aw = 0 (der beiden 
Lösungen :v; und wır Gl. (2) und (4) von Navier). Sie ruft auf seinem Rand nur 
Schubkräfte q. bezw. q, und 4 Einzelkräfte in dessen Ecken hervor. Nachdem die 
äußeren Krälte im Innern des Rechtecks ab ein Gleichgewichtssystem bilden, müssen 
auch die Schubkräfte auf dem Rand einschließlich den +4 Eckkräften sich das Gleich- 
gewicht halten. Spannungszustände dieser Art sind unter 7. und 8. angegeben worden. 
Es bleibt nur übrig, zur doppeltperiodischen Lösung ı" die Deformationszustände w, ww 
usw. von der unter 7. und 8. angegebenen Art hinzuzufügen, die von dem Gleich- 
gewichtssystem der entgegengesetzt gerichteten Randkräfte einschließlich der Eckkräfte 
herrühren, um die ltänder frei zu bekommen. 


11. Rechteckige Platten, die auf ihrem Rand in Punkten unterstützt sind. 
Die Grenzbedingungen einer »frei aufliegenden« Platte bedürfen beim Rechteck (und 
allgemein bei jeder Kontur, die Ecken besitzt) einer genaueren Fassung, weil sie oft 
nicht eindeutige oder nicht zutreiiend formuliert worden sind. Versteht man unter einem 
frei aufliegenden Rand, daß entlang desselben keine Biegungsmomente auf die Platte von 
außen übertragen werden, so ist durch diese Aussage der Deformationszustand der Platte 
noch nicht festgelegt. Es muß eine weitere hinzugefügt werden, beispielsweise die An- 
gabe, nach welcher Kurve sich der Rand krümmen soll. Als Bedingungen eines frei 
aufliegenden Randes wurden bisher meist angenommen 

tt" w 0, m. = 0 


’ 


y-I e We 0), m, =d. 

Abgesehen davon, daß durch eine derartige Aussage der Begriff zu eng gefaßt 
wurde, trifft er im Falle verschwindender Durchbiegungen auf dem Rande, wie bereits 
erwähnt wurde, nicht mehr zu. Durch die Form der Kurve, nach der sich der Rand 
bei der Deformation der Platte wölbt, wird das Verteilungsgesetz der Schubkräfte q,, 9, 
bestimmt. Wenn die Lasten, welche die Platte trägt, alle gleich gerichtet sind, wird von 
einem frei aufliegenden Rand noch stillschweigend vorausgesetzt, daß sich das Vorzeichen 
der Stützkräite nieht ändern darf. Unter den Randkurven müssen deshalb alle ausge- 
schlossen werden, für die Vorzeichenwechsel von g, oder 4, eintritt. Dieser letztere er- 
gibt sich aber beispielsweise für das Rechteck als Folge der obigen Festsetzung. Man 
umgeht diese Schwierigkeit, wenn man statt der kinematischen die statischen Verhältnisse 
hinsicktlich der Stützung vorschreibt. 


) 
: . p& } 
Die Zahlenapgahben sind mit Be: e zu multiplizieren 


ne 


zu en ne 


ni nn > en an TEE 


— 


nn en Eee. 
en x - 


ne ne re Ben 1a hei a 
Tr nn mr Fr En ng. RE Te Er ge ge ern 
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Die folgenden Fälle beziehen sich auf Platten, die durch einen gleichmäßig ver- 
teilten Druck p belastet sind. Wir könnten hier, entsprechend den Bemerkungen von 
Nummer 9, von der doppeltperiodischen Lösung ausgehen, die zu diesem Belastungs- 
gesetz gehört, nämlich von w;r Gl. (5). Wenn p = konst., läßt sich jedoch die Fläche 


\ 


i | a—rb?)r? — 6ra’y?— — (brat)y” + y'—+c | 
t 7 t t 


U = -I%8 

48 (i vr) N 2 

5a’ Grab? + 5% \ 
16 


anschreiben, die der Bedingung verschwindender Randmomente z=a, m’ =0; y-—b, 


m, = 0 wegen 
a9 t .ır® 
-(1+9)° ( :)) 
16 a“ 


m, =(17+ )” (1 2) ) Te ee Da ig (86) 


16 b* 
’ 2 r Kar 
= 


— 
— 
rn 


2 
auch genigt. Sie ergibt 
( f IA 
auf 2 = - Fe 6 ad = — (a 
r (87) 
N / po 
auf y= -— (1 —) - 9 
gleichmäßig verteilte Schubkräfte und in den 4 Ecken des Rechtecks je eine Einzelkraft 
vpab 
Pe Fa a 


a) Das Rechteck ist in den Ecken unterstützt. Wir bilden zunächst 
die Summe 


WERE, Er ee 

w ist durch Gl. (55), «© durch Gl. (62), S 7, «) gegeben, sofern in dieser = —q. 
gesetzt wird. 
N I 
” >2pab® „(1 - ‚innz nTUy 
WW — = T cos ee 2 (90). 
ı*N n* b b 
w" geht aus €’ nach Vertauschung von x gegen y und von a gegen b hervor. 
n 1 
2 2pa®?b „(—1) 2 nTCY nz i 
ww = f x U ) COos r r R . . (91). 
"N n' a a 


a 


erfüllt die Bedingungen 2 — + = 


„ 


Jede von den 3 Funktionen w, w' und « 


m.=0, y=-=Ht 5 Mm, = 0; bei ihrer Superposition heben sich auf den Rechteckseiten g, 


gegen q.' und q, gegen g,"” fort und es verbleiben 


Tr) \ 

Z 

m 8gı v ( a 
Na at 


Or — q: — 
nt 
(3°) 
b 7) 8 Qa y b 


a 
aut x = — 
2 zT n 
m „— (ı 
auf y ) q, lv 


7T n 


Funktionen für die Schubkräfte, deren Verlauf durch Gl. (69) und für eine qua- 
dratische Platte in der Zahlentafel 2 angegeben worden ist. Durch die Hinzunahme von 
w' + w” zu w wurden von den gleichförmig verteilten Randkräften (87) die Lasten aus 
den mittleren Teilen der Rechteckseiten gegen die Ecken hin verschoben. Die verblei- 
benden Randkräfte (92) können weiter in die Ecken gedrängt werden, wenn zu (89) 
zwei Funktionen ” und v” vom Typus (74) addiert werden. Wir begnügen uns damit, 
durch ®' und v” nur das erste Glied der Reihen (92) (r=1) zu kompensieren und 
finden, daß dieses der Fall ist, wenn 
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m— |] 
b* „(-1 2 m TU x mıy 
V’ = - >) LA ) cos Ba . (98) 
. (**) ( a =) b 
n"N «a m’ + — 
.b a” 
m 1 
,a* (14) 8 m ra m TC x 
v' — : e) u(- ") eos” RE 5 Te: 
da a 


tb u a’\2 
n!'Na (m? + ;) 
a b* 


Wir erhalten beispielsweise die elastische Fläche der in ihren Ecken unterstützten 
juadratischen Platte, die unter einem Druck p verbogen ist: 


n —] 

4 b & . . r 

ı x 2 1 | „rfnnx TU nt n Tea r 
o=w+#°_x3(—ı) 2 + —————— || U ( )eos pe u Jeos | 95), 

„'N „ „ (n?+1)aln) | a a a a 
worin für n=1,3,5.... zu nehmen und für w der Ausdruck (5), schließlich für 
«(r) nach (57) 3 +9 .. 
ö Sins—n 
TI —vV 
a(m) = (96) 


16 Gor+i 
zu setzen sind. Wir benutzen die Fläche «, Gl. (95) im folgenden. 


b) Die quadratische Platte ruht in zwei diagonal gegenüberliegen- 


den Ecken auf: padzy Pr 
w=—= Wı + - Te ei A  ,  ; ° 
8(L-r)N 


c) Die quadratische Platte ruht 
in der Mitte von zwei gegenüber- I 
liegenden Seiten auf: Wir haben zu 
ı, den Spannungszustand S$S 5 Ö) Gl. (83) 














Abh. 16 Abb. 17 


hinzuzufügen und die Kraft @ gleich der Hälfte der gleichförmig verteilten Last 








Q pa? 
zu setzen. Dies ergibt 7 4 
n— ] n7Tıy n TTx 
i . 3 U CO8 
pa yv Na nTUy u a a ao 
vw = ur — RN v( ) cos > (98). 
. (1-v)n®N „ 3 a a a(ıt) (n? + 1)? 


d) Die quadratische Platte ruht in der Mitte von jeder Seite auf. 


Wir haben zu w, zwei Lösungen nach Gl. (53) zu addieren, jedoch Q = m zu setzen: 


4 r9 2 x Kr 
a | 2 1) n7Ta NTUy nTUy na 

vw = Wı — — en 2 7 + o( ) cos + v( ) cos | (99). 
21 -")n®N n|\n (n? + 1)? a(ı) a a a a 


























Abh. 19 
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_ 


e) 4 Stützpunkte nach Abb. 13. Hier haben wir statt an Öd) an den Fall e) 
(Gl. (54) anzuknüpfen. 


p@a vrj nTtc 
wW = Wi | In E08 100 
(1 . 29 55 3 N n | | A ), 


wo mit | |„ der in der eckigen Klammer der Summe Gl. (98) enthaltene Ausdruck und 
mit 2c die Entfernung der Stützpunkte bezeichnet sind. 


f) s Stützpunkte nach Abb. 20. 


4 
pa ' nm TC e 
w—= wu — In 008 RES ur 
2(1 yVI)R’N „ a j 
.woO || für das Produkt der beiden eckigen Klammern von Gl. (99) gesetzt ist. 


Die vorstehenden Formeln, insbesondere die 
Gl. (100) und (101) gestatten unter Verwendung von 
den in der Zahlentafel 2 enthaltenen Werten der Funk- 


a II ) ‚[nnz\. i A 2 
tionen u( in einfacher Rechnung die Verände- 
AN a 
rungen der Plattenfiorm zu verfolgen, wenn die Ent- 
fernung der Stützpunkte 2c abgeändert wird. Mit 
A der Zunahme der Entfernung 2c vergrößert sich 
fa fa | 


der Durchhang in der Mitte des Quadrates vom Wert 














Abb. 20 0,00449 (c= 0, die S Stützpunkte fallen mit den 
4 
N a j 
4 Seitenmitten zusammen) auf 0,02532 z (= —, die 


Durchbiegungen einer gleichmäßig belasteten quadratischen Platte!). 


Zahlentafel 5. 


Auflage in den Ecken (a. Gl. (95), Abb. 16 u. 22). 











| 2 3 
ı) 

a 6 6 h 
0 2532 2413 2102 1717 
| - 

2413 2284 1936 1500 
h 
‘ 
” 2102 1936 1485 882 
[#1 
3 
1719 1500 882 0 


Zahlentafel 6. Zahlentafel 7. 




















Auflage in «er Mitte von zwei gerenliberliegen Auflage in den 4 Seitenmitten 
den Seiten. e Gl. (98), Abb. 18. d. Gl. (99), Abb 19 und 23.) 
/ | 2 ) ? 1 2 3 
() v 
a b b ( A b b bh 
0 179: 1923 2235 2687 0 149 399 251 0 
1 l 
1585 1715 2056 2528 399 368 254 64 
[21 ty 
2 2 
a 962 1147 1573 2079 . 251 254 226 148 
6 h 
3 3 
0 296 yt1 1481 0 64 148 134 
6 6 
pa 


!) Die Zahlen sind mit 10 - zu multiplizieren. 
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Durchbiegungen von quadratischen Platten. 
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Abb. 21 Abb. 22 
) Kräl ya? Gleicehförmize Belastung. Das Quadrat ist in den 
3 Kräfte @ im Gleichzewie it Sekkräfte ? A 
ifte & 2 im Gleichgewicht mit 4 Eckkräften Polen üslaretiitet: \ 
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Abh. 23 Abb. 24 
Gleichförmige Belastung. Das Quadrat ist in den 


Gleichförmige Belastung. Das Quadrat ruht in 
Seitenmitten unterstützt. 


8 Punkten auf. 


s Stützpunkte fallen mit den Ecken zusammen). Der Summenfaktor cos” “ bringt die 
a 

Abhängigkeit von c in die Formeln (100) und (101) herein Solange ce kleiner als un- 

gelähr “= ist, haben bei 8 Stützpunkten die Ecken eine positive Durchbiegang. Mit der 


weiteren Zanahme der Entfernung c beginnen sie sich über die Ebene der 8 Stützpunkte 
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zu erheben. Die Erhebung der Ecken erreicht bei ungefähr c — z ihren größten Wert 
und nimmt, wenn die Auflagerpunkte weiter gegen die Ecken verschoben werden, wieder 
auf den Wert Null (tür = >.) ab '). 


In ähnlicher Weise und in nur unwesentlich veränderter Rechnung wird sich die 
Veränderung der Plattengestalt verfolgen lassen, wenn der Rand des Quadrates oder 
Rechteckes nicht in einzelnen Punkten, sondern, wie dies bei den Versuchen von 
C, v. Bach und Graf?) an Eisenbetonplatten beobachtet wurde, in stetiger Berührung 
mit einer elastisch nachgiebigen Unterlage auf einem kurzen Stück in den Seitenmitten 
aufruht °). 90 


Allgemeine Theorie der Blattfeder. 


Von Y. TANAKA in Tokio. 


ie vorliegende Arbeit behandelt das Gleichgewicht der Blattfeder unter dem Einflusse 

einer schief angreifenden Last, wobei die Reibung und der Anfangsdruck zwischen 

den Platten, verschiedene Stärke und Gestalt der Platten und die Krümmung der 
Feder berücksichtigt werden. Mit der Theorie der Blattfeder beschäftigten sich schon 
Arbeiten von Redtenbacher‘), Castigliano°), Mari&‘°), Loewe’) usw., doch geben 
diese Arbeiten hinsichtlich der eben genannten Punkte nur wenig Resultate. 

Die Blattfeder gehört zu den notwendigen Bestandteilen der Eisenbahnwagen und 
ist von großer Bedeutung für einen sichern und glatten Gang der Eisenbahnzüge. 
Es ist unumgänglich, ihr Verhalten und ihre Eigenschaften im wesentlichen zu kennen, 
um geeignete Konstruktionen und Verbesserungen der Federn angeben zu können. Die 
hier entwickelte Theorie der Blattfeder soll, wie ich hoffe, auch für diese Zwecke Neues 
und Wissenswertes bringen. 


1. Grundlegende Gleichungen. Gewöhnlich besteht die Blattfeder aus federnden 
Platten von verschiedener Anfangskrümmung, so daß diese einander nur an ihren äußeren 
Enden berühren und an der Verbindungsstelle nur dann, wenn sie hier aneinander 
gepreßt werden. Jedenfalls gilt (Abb. 1): 


ee a a 
und, falls die Platten zu Beginn ohne Zwischenraum aneinander liegen, auch: 
ur tt are re 
wobei „-ıÖd, und „-ıdm-1 die Ausbiegungen für © = a„-ı bezeichnen und y,„ sowie 


Yn—ı die Ausbiegungen für einen beliebigen Punkt x zweier aufeinander folgender 
Platten B, und B,„-ı, die durch eine Last P hervorgerufen werden (vergl. Abb. 1). 


') Hiernach werden die Eckzipfel einer in den Seitenmitten unterstützten quadratischen Platte 
unter der Last ihres eigenen Gewichtes herabhängen. Dieses Ergebnis gilt nur für dicke Platten. Wenn 
die Dieke vermindert wird, hört die ursprüngliche Gleichgewichtslage bald auf stabil zu sein und die 
Platte biegt sieh nach einer von («dieser verschiedenen, mit den vier Unterstützungspunkten verträglichen 
Gleichgewichtsform durch. Der Versuch mit einem Bogen steiten Papiers von passender Größe lehrt, 
wenn man den Bogen durch vier in einer wagerechten Ebene gelegene Punkte in den Seitenmitten 
unterstützt, daß sich die Deformation gar nicht symmetrisch in den vier Quadranten des Rechteckes 
vollzieht. Der Bogen krümmt sich unter seinem Eigengewicht nach einer Zylinderfläche, deren Erzeu- 
vende parallel zur einen Diagonalen des Rechtecks verlaufen. 


2) Heft 30 der Veröff. d. deutschen Ausschusses f. Eisenbeton, Berlin 1915. 

») Es ist vielleicht erwähnenswert, daß («ie Stelle der größten Inanspruchnahme von einer derart 
unterstützten rechteckigen Platte über «den Auflagern liegt, wenn die Strecken, in denen «die Platte auf 
der Unterlage aufliegt, kürzer als ein gewisses Maß ist. 

*) F. Redtenbacher, Die Gesetze des Lokomotivbaus. Mannheim 1855. 

’) A. Castigliano, Theorie der Biegungs- und Torsions-Federn. Wien 1888, 

6) G. Mari6, Les denivellations de la voie et les oseillations du materiell des chemins de fer. 
Paris 1906. 

) Automobiltechnische Bibliothek VI2. Berlin 1918. 
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Ist aber zu Anfang zwischen den Platten m und m— 1 an der Stelle x der 
Zwischenraum s,. vorhanden, so gilt anstatt (2) die Gleichung: 


a ea re ee 


wobei für <= 0 und z=a,„-ı natürlich s„ = 0 zu setzen ist. 
Wir wollen im folgenden nachstehende Bezeichnungen verwenden: 


B.„ bezeichne die m-te Platte einer Feder, wobei die kürzeste Platte als die 
erste angenommen werde. 

M,„, M.' seien die Biegungsmomente in B,,. 

P sei die am Ende der längsten Platte B, angreifende statische Last. 

X, sei der zwischen B„+ı und B,, in vertikaler Richtung wirkende Druck. 

Po bezeichne den als konstant vorausgesetzten Anfangsdruck zwischen den 
Platten. 

u bezeichne den als konstant vorausgesetzten Reibungskoeffizienten zwischen 
den Platten. 

7m sei die Gestalt der neutralen Linie von 5, vor der Belastung. 

Ymy Y. seien die Deformationen von 7, unter der Einwirkung von /”. 

fo sei die Pfeilhöhe von B, vor der Belastung. 

fu, fa—ı die Pfeilhöhen von B, und B„-ı nach der Belastung. 

e kleiner Abstand des Angriffspunktes der Last ? von der neutralen Linie 
von B,, gemessen am Ende von B,. 

ı Neigungswinkel der schief angreifenden l,ast gegen die Vertikale, wobei 
0 <w<90°., 

9,—ı Neigungswinkel zwischen 3, und B,„-ı in den Berührungspunkten dieser 
Platten nach der Belastung; von diesem soll angenommen werden, daß 
er den Wert von etwa 8° nicht übersteigt, so daß man sin d,_ı und 
tg %,—ı durch d,_-ı ersetzen und cos %,_ı — 1 setzen darf, 

t,. Stärke von B,. 

d, eHektive Länge von B,„. 

[., Im Trägheitsmomente von B,.. 

E Elastizitätsmodul des Materials bei Normalspannung. 











u x 2, 
ı u 6” AuÄm-1 v 
* = dr 1-77 > Am En 
p< Lyn u: 
| 














/7 
A ? 
ua yy 7 ul Po) 


Terr) 
»r N | 


A, - > 
Abb. 2 


Man kann dann (vgl. Abb. 2) nach der unter Einfluß von P’ erfolgten Ausdehnung 
der Feder für die Biegungsmomente B,„ und B,. die folgenden Ausdrücke anschreiben: 


Beipbeige 








«+ a 
ie 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
! 
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Für 3, und 0 <xe <a, —1 


M,. = 1. — x) cos W + (fan +e— nn + y.) sin nt P 


f u > \ F \ : | In " . | 
(d, l KL) a | u ) (a | 4 ) Fi + (/i g- 2 1 ‚+ y.)! (X, ij “pr po) (4\ 
. _ \ uf ’ ’ j® 
du 8 <a, \ 
f/ on : » we 
M. = 1a —%) cs Ww+(,+e— + Y.)sinw P 


Für B„ und 0 <xe<a,-; 


Mn = (aun— x) X Am 1 —%) X, tn (Ant Ami + 270) 


und für o„_ı <xe <a a0 1 DE 
‚ u | 
M.=(a„—-ı)X, ut. (X + Po) 


’) 


In den Gleichungen (5) wurde die Wirkung der Plattenkrimmung vernachlässigt. 
Dies ist praktisch tatsächlich meist erlaubt, denn in den praktisch vorkommenden Fällen 
ist für die längeren Platten X, und X,-ı fast gleich groß und für die kürzeren Platten 
ıst der Einfluß der Plattenkrümmung sehr klein. 
Wenn man annimmt, daß für die Deformation der Platte die Gleichung 
d”y aM 


da“ ET! 
gilt, so ist: 


. 


Für B„ und 0 <xe< a, 


YUm = . [1 [7" dx (6) 


und für «a ı <e<a 
r ! we m | 
ni m k Mn Mm’) "(Mm Mm’) m 
LE ' dx-+- lda  de+-(r—a 1) da‘ Rt, 
In 


\ 
U am 


W () () () 0) 


„_, bestimmen und aus (7) ergibt sich ebenso 


aus (6) können wir 10m = (Ym)a 
= (Yn-1)e=o„., und nach (I) gelten die folgenden Gleichungen: 


ıd, 


. 


PP — niit 2 = — („Do 


7 ARE DE IRRE DE OR - — (um) - 2 


f} -_ 


Er 


6A —ArLı = — bs Po 
wobei wir mit «, ?, y und { gewisse als konstant 
af; annehmbare Faktoren bezeichnen. Aus (8) können 
| (n—1) der X bestimmt werden und wir können so- 
f dann die Spannungen, Ausbiegungen und das sonstige 
> Verhalten der Feder angeben 
h t Die durchgeführten Ueberlegungen galten für 
x 7 eine Feder mit sozusagen »zunehmender Belastung, 
aber wenn wir das Zeichen von « umkehren, so 
gelten sie auch für »abnehmende« Belastung. Der 
Versuch bestätigt, daß die Ausbiegung einer Blatt- 
feder sich ähnlich wie in Abb. 3 verhält und es 
gilt also für irgend eine Last zwischen Pı > Prax 
(für »zunehmende« Belastung) oder zwischen P; > 0 
(für »abnehmende« Belastung) die vorstehende Theorie. 
Auch das Verhalten der Feder fir Lasten zwischen 
Paax ” P;, oder zwischen /P, > P; kann nach 
unserer Theorie angenähert bestimmt werden, wenn 
7 _ı__. man nur sorgfältig die Wirkung der Reibung in 
Ba 2 Rechnung stellt, ebenso die Wirkung des Anfangs- 
L druckes und schließlich den Sinn des Reibungs- 
Abh. 3 widerstandes. 
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2. Lösungen der Grundgleichungen. a) Deformation der längsten Platte 
B.. — Wir wollen als ursprüngliche Gestalt von B,. vor der Belastung eine flache 
Parabel annehmen, deren Gleichung 


fox 
1 u 
in An 
sei, und wir setzen in erster Näherung 
fox? fo@n—ı“ 2 foan ı 
Y . 0, / mn 29 In == 709 fi = = ) und Ö, m 7 h) 
An“ m An” 
dann schreibt sich (4): 
FE 
M, : (a — r) cos W + (fo +e—° r x?) sin 2 F 
An J 
\ , \2 fo en—1ı foAn- 1” In fox? : 
B An ss TC) A n u ! 9 (a, | d) ( Pr eh ge; Pr (din + Po) 
An” Am” 2 An” f (9) 
und 





M,„ = (a, - 7)cos Wo — (fo + re x*) sin | P 
An“ 


Wenn das Trägheitsmoment von B, konstant ist, so entnimmt man aus (6) und (9) für 
BSeS ei 


Ir ) a fox? . ! 
en 'ca Aun-—-2) cos + (3 (e + fo) — ;) sin vw, P 
BEI, [! / a,“ \ 
2 r 1 \, fo 'n n a ER. 
—(5 1—X) u: Ri 5 u ‚3b, + 3 uhr 2’), # we‘ Po) | (10) 
Z Un“ 
und 
. E \ 
.. -10, — (Yn)x a 1 zug R EI (A, P- B, An 1 Ü Po) . A . . (1 L), 
wobei 
[ — 
| + )« » ’ ‘ N . | » 
zug KL -An—1) COS W + j3e + R_(60,?—a, 1) sin wa, _ı%, 
) 3 foan—1®\ 
B, = 12a, ..# ud (t. - 2 I An—1‘, 
2 an? 
3 na. 1? R 
= —u (t + ——)—? 
er an“ 
und ebenso aus (7) und (9) für „1 <xe <a, 
ı_ IN / fü x” 
) ’ f N ; k 
Y.' = 33a. — x) x° cos 4 (3° re ;) wi 
r BEI, K /o 2 An“ 
‘ 7) r 1 ” z foAn .1? E 2 
- Ban 1 ana 22 —a-1)+ (dr — y (Au-1-+ 90) | (12) 
2 er 
und 
} | 5 Zn: | | 
D = (Yn)a—a, = 2a, me (3 e+ , fo) au’ sin | a ae ee A 
6ET, 2 
Ve a fo@n—1? s ] 
ns ) A 22 (2a, 5 An 1) An- ] + - Pr (4 A, a A, - N (X, ] En po) | ( 13). 
r An“ ] 


Wenn Pecosw und X„-ı nahezu gleich sind, so bilden die hauptsächlichen auf 
B,„ wirkenden äußeren Kräfte nahezu ein Kräftepaar, so daß y, ungefähr die Gestalt 
einer Parabel haben wird und wenn n (die Anzahl der Platten) hinlänglich groß ist, 
werden diese Ueberlegungen tatsächlich anwendbar sein. 

Kennt man also in erster Nähe- 

















rung f„ (oder fo—.„Ö,), so erhält man ge- Dm Bi 3 aan: „urn 
nauere Gleichungen für „,„ und „—16,, wenn : EEE. ET AUTER, 
man in die erste Näherungsgleichung /, an Hr | u 
Stelle von /o einsetzt. € — - Am-ı— >1e- Anm, 

b) Deformation einer beliebigen an- | BR n 
deren Platte als B,.. — In der Praxis haben n Ta ui 
die Federplatten mit Ausnabme von B, eine B- I J Z 
Gestalt, wie Abb. 4 sie zeigt (oder aber wir N 6 
wollen annehmen, daß sie eine solche haben). 


Dabei besitzt B,„ für 0 <xzr< a-iı ein Abb. 4 


... 





a hen 


ae er 


u een era ee is 


- * 
m (4 
“ m u Ar an ir 
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konstantes Trägheitsmoment /,, aber für aq„-ı <r<a„ kann das Trägheitsmoment 


variabel sein: 
AR: Er 76 ‚  : ; ° 


wobei 
WE (dm—du) (1— Au) 
/ = — 4 S = (rt un Oboe L), Bin ne an > Wu _ z 5) Ja, — (an 2 Ay 0 1) 
12 Dim (Am — (Im 1) IF (tim 
und bu’ 
a — ä 
bm 
Daher drückt sich die Deformation von B, foleendermaßen aus: 
g 
Für 0 <re<a„-ı nach (5) und (6) 
ae” . = 2 = 3 ER - #3 
Yın => 2 k 1 13 An u r) A (3 Om | x) ER | Zu > 1 AR iz ın 4+- ze. 1 + 290) \ 15) 
6EI„ 2 
und = (y.)r EN. (An Xm — BuX OmPo) (16) 
m—1Uın Yınyı A, as BEIh m km m kn — | ‚m Po . ’ 
wobei j 3 e 
A, — (3 Ay = Am —] we 2 u t,.) On 15 


3 \ 
B„= (?2an-1+ Alu) au-.1?, 


Um =— 3 u E- Um l . 


und für a„—-ı <r<a, nach (5) und (7) 


u l 7 u 3 m . 
Yn (3 Um E x) x? iR Ze (30— Aın _— 1) Am Er An | u Ei (X. + po) a° 
6EI„ 2 
+ 22 — a. —1) An-ı1(X. —ı + po)| + 6 R| De > A 
Dabei ist A, ein Korrektionsglied hinsichtlich der Wirkung des variablen Träg- 
heitsmomentes /,„’ (ist /,' konstant, so ist A, — 0) und es ist: 
1 i 1 . 1 | \ . . 
o Ja, — Un X, — f,, — k„&)lh — kn‘ 
Dia ur ( a zZ u Kn = u f,.Po ‚(1 S)In(1 —k„‘ 
. 1 ‘ « 1 Pa .n 
+ But : k.?&? + Ent 
E 2 6 
y 1 N . r r \ 
und Ö, (Yın’) am == (. Än B,. An "* Koma Om Po) . . . (1 8), 
5 bEIn 
wobei 
/ 3 2 > Y 
A, = (> 4 u En Am“ +6 ER 
2 
) ’ “ 3 
B, zu (3 Am An ı) A E + " uf, (2 Am An — 1) Am-— l, 
EA - 2 uf, (m + Um — 2 Am RN; + 6 Nu 
und 
-I an? dm Jam 1 1 re 1 
A = . - = + uf, 11, In m + \ | —).,.) ge (1 ei Ri # + . Düse, 
(1- m) (1— Am) 2 2 6 
1 I am? \ a L 9 
N m = En I In Ann l =. An) Se l en )., 1 
Bera-apt Re in > ai 
We, 
Jam = (Am un ey An = x 
c) Bestimmung der zur Berechnung der X erforderlichen Koeffizienten. — Setzt 
man „— 10, — m Re‘ Sy so ist 
Am in Ba Am- N . Bi; Um Out’ 
m ( r )X .. An 2=(- Er -) 0 ! 19). 
Zu e Im " 1 ” Im —] I ın In —] p ( 


Daher lauten die Koeffizienten in (8) folgendermaßen: 


An Bm , Au-ı' Ba-ı' On Om 
Un — Den = + m = _ E = ( ). 
Er In Im 1 ' ] Ian 1 i 


Im Im— 1 
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Beachtet man nun, daß die A,, B,. und (, die besondern durch (11) gegebenen 
Werte besitzen, so hat man 





E 3: . / ... r FR 
Ol, == z ‚(3a —a, I) un —1? cos W +(3e+ P_($0,2—a, -12)) a, -1* sin N, 
n = (in 
1 A 3 foan -ı“ er 1 3 gt 
Bu = |2a ie 2 (t. 4 3 )@ 3 Bar ad Lin vr —h1n-1'"+6F.-ıl, 
I 2 Ay In— 1 2 
3 
Yn un ] ‚(3 A, | A, 9) An —2” + 9 ut, | (2 A, 14 _9) d, 2 . 
n- 1] y+ 
. 163 r foa„n—ı*l ı 58 \9 9 . 
be = — ul n—1’ + nn + I. Mint (An-1+ An—2)"— 2, 2’ +6N, N 
n 2 In I, 1 2 
und (20) 
1 ; 3 2 
nn = (3a — An —1) Am —1?— — MlnAm-ı?R, 
1 Ä 3 9 | | 3 u 
E_ SIT 2a ° Si ıf, A i ’ 2 1 ui ul - An s 6 l n 
In In Im —1' + 9 Hm Am I t u: ! Am —! 2 Mini 174 4, | \ 
- | R 3 
fm (3am—1 — am—2) am-—2’ + x ulm—ı (?2am—1 — Am—2) Am— 2% , 
m - 
; 5 . 1 3 SR 2 u ) 
be 77 = 13 u Im An — |] N u IM MR 1 l} (a,, — ] + A;n 9) u. Am . 2 f r 6b N m ı( y 
In Im ER 2 
wobei: 
— Aam—ı? (4 dua- | 1 
u —; = - = = = n - = u Me — |] ( \ı, —] In 2. 1 - (1 Fr 2. I una (1 Ar An—ı)? 
(1 /ım 1) (1 — /m 1) 2 \ ! 2 
1 
. s Pe BERN 
‘ 
= 1 Ja, —1. \ \ 1 ol 
N m ] = 2 u En — |] A Bon ) ’. dan l In Ri l + ( | ).,. u. 1) _. J (1 ee 1)° ’ 
m 
dabei durehläuft m die Werte ?2,3...n und es ist selbstverständlich #„-ı = 0, N„-ı 


— ( für ER — ]. 


3. Anwendungen und numerische Beispiele. I. Anwendung. Bestim- 


mung des Koeffizienten des Reibungswiderstandes einer Blattfeder. — Nach (13) kann man 
im allgemeinen setzen: 


fn An —ı" B 
“ u ; tn (2 an —An— 1) An—ı + q (dan — An—ı) (An -ı + 90) 


An 


—r - eo FR 
2 J 2: 2 
}2 an’cos v+[3e+ 9 rn) a„’sin ver— Ban "An—1) An—ı" AÄn—ı 
wobei # = Koeffizient des Reibungswiderstandes 


Aenderung der Ausbierung infolge der Reibung 


Ausbiegung ohne Reibung 


Das obere Zeichen gilt für den Fall »zunehmender« Belastung, das untere für 
»abnehmende«. Wenn also: 


H“H—na mAı=(n—1Va und X.-ı=P, 


so kann man schreiben: 


u 3m (m? - PA n—1)(3n + y (\ +7) 
2 n 


< 5 > ’ 9 
a }9n?cos v+(3 +7 r.) n?sinv — (2?n+1)(n— v2 


IV 
IV 
De 


und wenn ® — 0, d. h. P vertikal wirkt, so wird 


1 Q n 0 
u en DiEn+ 1) 4% 
| 2 
2 n P 
. F 


al2n’—(2n+1) n -1)2} ; 


wenn n hinlänglich groß ist, für die Praxis genügt auch die Formel: 


[2 


+ furl lH) Da 3 GE 


.) 





ei 





a pt ar Tee 


nn ne ee 








ae ee nn 


nn nn EEE 


Fe an ha 








32 Zeitschrift für anzewandte Mathematik und Mechanik and 2 


I. Numerisches Beispiel. x» ist zu berechnen für eine Feder, bei der i, 
mm, a=30mmn= 14, %—=0, 4 = 0,30; aus (23) ergibt sich 


0,30 . 5 Po 1 o » Po 
BEE 2.30 713 I ( 2 31 al (\ r e) Foo \ e. 0,810 7m) (' ” ). 


Wenn wir unter gewissen Bedingungen die Gültigkeit der folgenden Beziehungen 
annehmen: 


für P p 2p 3p 4pP Ip 
(i % er 1.50 1,25 1.17 1.13 1,10 
P 
und fe = 30 24 18 12 6 mm, 


so erhalten wir: 


“ = 0,250 0,203 0,161 0,128 0,098. 


Il. Numerisches Beispiel: x zu bestimmen für eine Feder, bei der „=0,5mm, 


sa=-60 man, n= 17, v=0, u 0,45 (Fall ı) resp. «= 0,31 (Fall 2). — Nach (23) er- 
eibt sich für Fall ı: 
0,45 N l ) 
4 Ei: - ice po Es. Er ( ”) 
%K = 9.4 —+ N \ + (9 5 0) 619 7 
Pysol” / (i el (' 5, Tr f)(ı+ p)’ 
und für Fall 2: 
0,31 fe) ) l f ) 
’ \« F i / ( Pu _ RW - a e ( =) 
“— er ee‘ _ 9.: 0,619 
2:60 I! +/ (1! 2.7)8 : L 2 To 997 En j“ + P/ 


Wenn wir unter gewissen Bedingungen die Gültigkeit der folgenden Beziehungen 
annehmen: 


für P p 2p 3p ıp 5p 6p ’p 
(ı ' va — 135 1,18 1,12 1,09 1,07 1,06 1,05 
und = 76 70 64 58 52 46 40 mm, 
so ergibt sich: 
Falli: x = 0,286 0,234 0,207 0,185 0,167 0,149 0,135 
Fall2: 0,197 0,162 0,143 0,128 0,115 0,104 0,093. 


Herr Fukushima in Tokio hat Versuche über die Deformation einiger Blattfedern 
angestellt und einige seiner Deformationsdiagramme wurden in seiner Dissertation!) ver- 
öffentlicht. Von diesen Diagrammen, die sich auf dieselben Federn beziehen, jür die wir 
eben # berechnet haben, entnehme ich die folgenden Werte von #: 


Für die Feder in unserem I. Beispiele, 


“| = 0,24 0,20 0,175 0,11 0,08 bezw. 
und für die Feder in unserem II. Beispiele, 
Falli: ix) = 0,28 0,23 0,19 0,16 0,17 0,17 0,14 
Fall 2: Ki - 0,16 0,15 0,13 0,12 0,12 0,09 bezw. 


vergl. Abb. 5 und 6). 
Natürlich können wir in den vorliegenden Fällen nicht die tatsächlichen Werte 
) .. . .. . ” * . 
von = und « für die geprüften Federn angeben, aber die Uebereinstimmung der errech- 


neten charakteristischen Werte von x mit den experimentell gefundenen scheint immerhin 
bemerkenswert. 
G. Marie hat seinerzeit für den Koeffizienten des Reibungswiderstandes einer 


n 2y(n—Ve ’ : i 
Blattfeder die Formel f— gegeben’) (oder nach unserer Bezeichnungsweise: 


un—1)t : 22 .. . 2. . 
x— ) Nach dieser Formel wäre x für ein vorgegebenes u konstant, unabhängig 


na 


') »Tetsudosharyo Doyogairone (Allgemeine Theorie der schwingenden Bewegung der Fisen- 
bahnwagen). Tokio 1918. 
0) 


*) G. Marie, Les denivellations de la voie et les oseillations du materiel des cehemins de fer. 
Paris 1906. 
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von der Größe der Belastung. Im Gegensatz dazu zeigt der Versuch deutlich die Ab- 
hängigkeit des Koeffizienten x von der Größe der Belastung, welche Abhängigkeit, soweit | 
ich unterrichtet bin, bis jetzt noch nicht näher untersucht worden ist. ; 


II. Anwendung. Die Koeffizienten der Gleichungen für die X sind zu be- 
stimmen, wenn für jede einzelne Federplatte eine konstante Stärke, konstante Gestalt 
(mit Ausnahme von B„) und konstante Längendifferenz angenommen wird. Wir können 
dann setzen: 


L) 


nut„=lt, An=ma, Ja (An — Am-—ı) Ad mm, F 


und für die Koeffizienten «, 5, y und { ergeben sich aus (20) die folgenden ein- 
facheren Ausdrücke: 
\ 0 ye„2 rl Ir 
3e—+ 6n’—In—1)'} (n l)"sın, 
a ! In4 \ 
3. fon—n' 

u 


— +6, 


2 an“ 


On = (2n —+t L)(n - 1)“cos D + 


nr =4ln—1°’+ 
i DR 
Yı = (2?n—1)(n— 2)? + —u—n(n—?2), 
2 a 

. 3 u fi (n — 1)! 

sn | : Bag { a RT E 

In: ey Inn >)\ +6N', (24) 
’ Zu 9 3 t \9 
“= (2m + 1) (m — 1)? — — 4— (m — 1)?, 


“ A 


A. 4ı(m—1)’+6F', 





’ \9 3 t 
Ym == (2m — 1) (m — ae a . m(m— 2), | 
=. Er an | 
=. u— +6N, 
wobei: 
—1 / Ed u ee; N 
F’ m > A Ye L—A)- L—A)2 2 — 
(1—/) ((1—% u ! «N 2 j E .* 
2 54. ee 
2 a (ı— N 2 ä 
III. Numerisches Beispiel. Die X sind zu bestimmen bei Einwirkung einer 
e . t 
Maximallast ? für folgende Feder: n=6, = 13mm, a=80 mm, u —= 030, e— 
) 
p’ 1 . ce 
) — DT; v=45', = 20mm für Pax — Die zu bestimmenden X ergeben sich 
) 


aus den folgenden Gleichungen: 


ern 











ne ne ggg ee 


nn nn a ee ng nn ne oe 


re — mn ET aan a ren ee 
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PA A > A; + 7% As = —([ pı 
5,’ X Ps’ X; Y> X3 C;'po 
di A, Pi N; +4 yı Ay == po 
43’ N — PX + YA = — GP 
(ty X Br X — Ca'’po. 
Und die Koeffizienten ergeben sich aus (24) (wenn man fo — fa = ?0 mm setzt), 
wie folgt: 
ds 245,9 d; = 174,8 4 = 80, (r3 7 0’ — 4,99 
Be’ 502,7 Ps’ 256,7 Pr = 108,7 Da = 32,7 Br 1,70 
Y6 177,8 Y = 893,1 ya 28,1 Yy = 52 
GG = 0,154 [.’ m 0,04 E; 0.04 Go — 0,04 £' = 0.08, 
(In diesem Falle ist # 0,116 und N = 0,007.) Also können wir die Wirkung 


von p» bei der Berechnung der \ vernachlässigen und die Auflösung der Gleichungen 
ergibt: 


Xı = 0,833 Paz = 1,178 V, Ng 0,781 Pimxz = 1,104 V, A; = 0,769 Pax = 1,087 V, 


’ 
X, == 0,762 Pass 1,077 V, X == 0,758 Paaz = 1,072 V,. 
. . r Pnax Y . ” D ” . . 
dabei ist V = — Vertikalkomponente von Pax: Nimmt man in diesem Beispiele 
v2 
nn =0 und f„=0 an, so ist 
Ge = >25, Pe 500,7, Yo 176 und Ce’ — + 1.76. 


Die anderen Ikoeffizienten Ändern sich nicht und wir haben: 
N, 1,104 as, X — 1,040 ER A; — 1,020 Pr axy N - 1,010 Pax; X; — 1,005 Poss 


und für v=0,h=(0, un =(, p 0 ergibt sich: 
dg = 325 (di 176 dr — 81 (7! a DR 4) 37 5 
Ps  —— Abo f B5 2: 6,7 Pr 108,7 P3 = 0, 2,7 Ps = 4,74 
? _ 176 )5 51 Yı 25 73 =— e) 
s ame U C5 jr. V ee ) (a = 0) (g' — 0, 
In diesem Falle ist A’ = 0,125, N = 0) und endlich 


X, 1,104 a Na me 1,047 P. IAXY Na “ 1,026 & IAaXy X, =— 1,015 Fnaiis As = 1,008 Frusn: 
Aus diesen Rechnungsresultaten läßt sich entnehmen, daß der Einfluß der Rei- 
bung und des Anfangsdruckes zwischen den Platten auf die Größe des X für Pax sehr 
gering ist. Dagegen erscheint der Einfluß der trapezförmigen Enden der Federplatten 
und einer Schiefstellung der Last bemerkenswert. 141 


Über Biegungsschwingungen stabförmiger Träger. 
Von W. KAUFMANN in Hannover. 


ährend die Theorie der Schwingungen, wie überhaupt die Dynamik, im praktischen 

Maschinenbau verhältnismäßig weit ausgedehnte Anwendung gefunden hat, spielen 

in den theoretischen Untersuchungen, die der Bauingenieur zur Berechnung seiner 
Bauwerke auszuführen pflegt, dynamische Betrachtungen im allgemeinen nur eine unter- 
geordnete Rolle. In Wirklichkeit sind dynamische Einflüsse natürlich vorhanden und sie 
können mitunter zu recht unliebsamen Erscheinungen führen. Außer bei den Hauptträgern 
eiserner Brücken, über deren dynamische Eigenschaften in der Literatur verschiedentlich 
berichtet ist'), treten auch im Ingenieurhochbau unter dem Einfluß von Arbeitsmaschinen, 
Laufkranen usw. Schwingungen einzelner Bauteile auf, die mitunter das auf statischem 
Wege ermittelte Spannungsbild nicht unwesentlich verändern Können. 

Für stabförmige, ebene Träger haben allein die Biegungs- oder Transversalschwin- 
gungen Bedeutung, während die Längsschwingungen praktisch ohne Belang sind, und 
Drehungsschwingungen nicht eintreten, solange nur Kräfte in der Trägerebene wirken, 
was hier vorausgesetzt wird. 


I) Engesser, Zeitschr. d. Oesterr. Arch - und Ing.-Ver. 1892, S. 386, 671: Steiner, ebenda 
S,388, 672; Lebert, Ann. des ponts et chaussdes 1899, S 215—293; Reißner, Zeitschr. f. Bauwesen 
1899, S. 477; 1905, 8. 135; E. Pohlhausen, diese Zeitschr. 1, 1921, S. 28 bis 42. 
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1. Ansatz und allgemeine Lösung. Die Biegungsschwingungen des prisma- 
tischen Stabes in einer Ilauptebene (Lastebene des Trägers) werden dargestellt darch die 
Bewegungsgleichung | 


O8 y ı’» Oty 
d — 4 En Eı’ . . . . . . . . (1), 
arx Or! 


wenn o die Materialdicehte, X die Elastizitätsziffer, 2 den Trägheitsradius des Querschnitts 
in bezug auf die durch den Schwerpunkt gehende zur Biegungsebene senkrechte Hanpt- 
achse bezeichnen '), und der von den Trägheitskräften der Drehung herrührende Beitrag 
vernachlässigt wird ?). 

Für die Folge wird angenommen, daß eine Ueberschreitung der l’roportionalitäts- 
grenze, also auch der Gültigkeitsgrenze von (1), während der Schwingung nicht eintritt. 
Dann können — da sich Kräfte und Formänderungen einfach superponieren — die 
Schwingungsordinaten als Verrückungen von einer statischen Gleichgewichtslage aus 
betrachtet werden, wenn man unter den sie erzeugenden Kräften die Trägheitskräfte 
allein versteht. 

Die allgemeine periodische Lösung der Gleichung (1) stellt sich, wie bekannt, als 
Summe von Glirdern der folgenden Form dar: 

y—=sin(?t+g)(Asinac +Beosax +CSinaxe+D6Goax). . . (2). 

II'erin bezeichnet % die Schwingungsfrequenz und g den Phasenverschiebungs- 


) 


winkel, während « mit 5 zusammenhängt durch die Beziehung: 


auge 0° 9y' 
a=V7;: | ge en 
die man durch Einse!zen von (2) in (1) erhält. 

Für die in (2) enthaltenen Konstanten A, B, C, D ergeben sich ebenso viele lineare, 
homogene Bestimmungsgleichungen aus den Grenz- und Gleichgewichtsbedingungen. Da- 
mit d'’e Unbekannten dieses Gleichungssystems nicht sämtlich zu Null werden, muß die 
Nennerdeterminante verschwinden; diese Bedingung liefert eine transzendente (Gleichung 
zur Berechnung der Werte « und damit der Schwingungsfrequenzen ?, eine Gleichung, 
die »-viele Wurzeln für «, also auch »-viele Werte 5 ergibt. Das vollständige Integral 
der Schwingungsgleichung und damit der gesamte Schwingungsvorgang wird dargestellt 
durch Summation der »-vielen partikulären Integrale, in die der Reihe nach die gefundenen 
Werte für @« und 5 einzusetzen sind, nachdem vorher die sämtlichen Integrationskon- 
stanten A, B, €, D des partikulären Integrals vermöge der zwischen ihnen bestehenden 
linearen Gleichungen durch je eine ausgedrückt sind. 

Ist dies geschehen, dann erscheint das partikuläre Integral für die rte Teilschwin- 


gung (die also der Frequenz ?, entspricht) in der Form 


un Si ManU mp 97 VE ei 3° 
Die Konstante A, und der Phasenverschiebungswinkel g, können ermittelt werden, 
sobald die Anfangsverrückungen aus der Gleichgewichtslage uni die Anfangsgeschwin- 
digkeiten bekannt sind. Dann bestehen für A, und g, zwei Beziehungen, die für Bie- 


gungsschwingungen in der l,astebene unter der Voraussetzung, daß an beiden Stabenden 
0 ' . Vr, Onr O®n: 

r—= (0 und r =! für jedes r die Ausdrücke 7, ; und = 
er, or ı)r 

N ] 


n yo dx r,dVo dr 


A,sing, = ? er A.Cc08 9, = r wet, 


frraz ß. | Nr de 


wo 7. die Verrückung und v, die Verrückungs- Geschwindigkeit zur Zeitt=0. Die 
Gi. (4) und (5) ergeben sich, wenn man die Ansätze für y, und vo: 


verschwinden, lauten: 


) 


Y—= *4,sin g,9,, vo = & P, A, C08 9, 9, 


] ’ 


') Toßcorie de l’'astieit&E de Clebsch tradult par de St. Venant, 8.473: G. Kirehhoff, 
Mechanik, S. 429. A. E. H. Love, Lehrb. d. Elastizität, Leipzig und Berlin 1907, deutech von 
A. Timpe, Kptl. XX. 

“*) Ueber Beibehaltung dieses Gliede3 vergl l,ove, Lehrhb. d Klastizität, S, 493. 
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beiderseits mit 7, multipliziert, von 0 bis / integriert und beachtet, daß unter den getroffenen 


Annahmen die Integrale h n7.dıx zu Null werden müssen, wenn r und s verschiedene 
Zahlen sind. Mit Hilfe von (4) und (5) kann man für den einseitig eingespannten wie 
für den an seinen Enden gelagerten Balken den Schwingungsvorgang genau verfolgen. 


2. Einseitig eingespannter Träger bei plötzlicher Entlastung. Ein einseitig 
eingespannter Träger (Kragträger) möge als Lastenaufzug dienen, und zwar soll an seinem 
freien Ende durch die llebevorrichtung (Rolle 





oder dergl.) eine Kraft ausgeübt werden, deren 

; senkrecht nach unten gerichtete Komponente 
r sei. Durch irgend einen Vorgang (Reißen des 

/ ke 7 — Seiles, Versagen der sSperrvorrichtung usw.) 
w EB u ü möge die Kraft P plötzlich entfernt werden. Es 
| p sollen die Biegungsschwingungen dargestellt wer- 


den, in welche der Träger dadurch versetzt wird. 
Das partikuläre Integral der Schwingungs- 
gleichung lautet nach (2): 

y=sin(ßt+ 9) (Asin«ex + Beosax + CSin«ax + Dbolax). 


Für die 4 Integrationskonstanten A, B, ©, D stehen 4 Gleichungen zur Verfügung 
(Abb. L): 


4, 

a) für = I ist = 0 also 0 -— B+-D 
dr 

b » x u. 0 0) PERS ;, 
)r 

C) 2 ia y 0 >» 0 Asin@al!+ Beosal+(CS5in«al+ D6ov el 
Oy h . -g ; 

dd » x ll» = —( > O= Acosal! —Bsin«l + Cbolal+ Do9mel 
Or 


Unter Beachtung von a) und b) liefern ec) und d) 
e) A(sin«@e! + Sin«@!l) + B(cos«@l + Goal) = 0 
f) Alcos@/!+G&olal) — B(sinal — Smal)—=0. 


Da A und DB nicht gleichzeitig zu Null werden können, so muß die Nennerdeter- 
minante der Gleichungen e) und f) zu Null werden, weshalb 


sin?al — Sin?’al + (eosal + Cal)’ —=0, cosalbGoial=—1l1. . (. 
y ” . 4 h | > ' 1 ® 
Bringt man die Kurven der Funktionen y = cosx und y = — 5 zum Schnitt 
| | | rg 


(Abb. 2), so findet man mit für praktische Zwecke hinreichender Genauiekeit die Wurzeln 
der Gleichung (I). (Frequenzgleichung): 


r P Art i7 
(el), = 1,875; (al = 4,694; (aly=}""; (el, 


> ) 


. 


Damit wird 


5 ‚ayE” _ 3,516 JE? O9 5 22,034 JE? Oo, 25 n? /E P 
pPı = U u > u ‚. Fe Fr ;— —  u—— BR ZZ 
o I- o I- 0  . 


LE 
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Drückt man in e) B durch A aus, so wird: 


B=—4A 


sinat+ Sinal_ FF 
eosal+ Öolal ’ 
und das partikuläre Intregal geht nun über in: 
y = sin (ft + 9) Aisinaex + Sin«ax= —v(cosaxn + Bol am)}. 
Zur Darstellung des Schwingungszustandes bedarf es somit nur noch der Ermittlung 
von A und für die einzelnen Teilschwingungen. In dem Augenblick, wo /° entiernt 
wird, sind die Anfangsgeschwindigkeiten der Schwingung sämtlich gleich Null, weshalb 


nach (5) Ar cos g;, = 0. Da aber die Anfangsverrückungen endliche Werte haben, so ist 
-,ı €CO8(r TL 
unter Beachtung von (4) Er ui 0; weshalb 9, = —. 


singyr 2 
Nach den Lehren der Elastizitätstheorie erhält man für die Anfangsverrückungen 
ut pP” (? @ 1 x? 
Eops\s 173 ) 
während 7, aus dem partikulären Integral entnommen wird. 
N"= sin cd, + Sin ea. 38 v, (cos 2 + Sol &, x). 
Damit wird nach (4) 
! 
2 « zur . “ 2 | Pr 
pv| [sin «, © + Sin — vr (608 ar 2 + Bol n)]) I — — r— 7) dı 
* 3 l 5 »# 


A: = 


2 E| sinarz+ Sina — vr (608 u 2 +0) m)’ ax 
oder nach Ausführung der Integration: 
Pr 
A, = n 
EJa,? 
1 
v,’—1) (sina,l! + 2 Siltarl)eosa !-+ (vr? + 1) (2sin! + Sin a u &o] Aarl— 2rv,(singl+ Sine, D? + 227,21 
In diesen Ausdruck sind der Reihe nach die oben gefundenen Wurzeln der Fre- 
juenzgleichung einzuführen. Damit findet man: 
>73 73 >73 
Am — 0,1188; a = — 0,0043; As 2. 0,0005; ..... 
EJ EJ EJ 


Die tatsächliche Schwingungsordinate für einen beliebigen Trägerpunkt ist nunmehr 
durch folgenden Ausdruck dargestellt: 


PI° 
Yan — x {cos Pı fnı 0,1188 + cos #, t 73 0,0043 + cos B3 £ 73 0,0005 +....3% 
Für den Endquerschnitt am freien Trägerende ist wegen 2=0 7,= — 2?,, womit 
die Schwingungsordinate dieses Querschnitts lautet: 
IPB 
y.=— Er ıc0S Pı Zr, 0,1188 + cos Pa f v3 0,0043 + cos Pa t v3 0,0005 + ....) 
und zwar ist 
4 1,3623; va = 0,9819; Va zZ mm L% ven 1} 
Zur Zeit t=0 wird 
2 P1? , L PU 
y= v7 0,1188 + 93 0,0045 + 03 0,0005 + .... } - ’ 
EJ 3EJ 


d.h. gleich der Anfangsverrückung des Endquerschnitts. Da die Werte A sehr schnell 
abnehmen, so genügen schon die ersten 3 Wurzeln, um die Uebereinstimmung der beiden 
Seiten der vorsteherden Gleichung zu erkennen. Eine größere Schwingungsordinate als 
diese kann nicht eintreten, da die cos 5,? stets <1 sind. 

Für die praktische Ausführung ist zu beachten, daß die Schwingungsordinaten 
abwechselnd positive und negative Werte annehmen (bis sie schließlich zu Null abge- 
dämpft werden), die Spannungen im Stabe also die Vorzeichen ändern, ein Umstand, der 
für Eisenbetonkonstruktionen hinsichtlich dsr Eisenbewehrung wichtig ist. 


3. Träger auf zwei Stützen, von einer herabfallenden Last getroffen. 
Kin einfacher Träger auf zwei starren Stützen, welcher sich mit den auf ihm ruhenden 
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l,asten im Gleichgewicht befinden möge, werde plötzlich in Trägermitte von einem herab- 
fallenden Körper getroflen. Es sollen die durch den Stoß hervorgerufenen Biegungs- 
schwingungen des Trägers berechnet werden (Abb. 3). 
Das partikuläre Integral 

y=sin(?t+-g)(Asin@«xz + Bcos«a2x + CSmaxc+ D6Golar) 
enthält 4 Konstanten, zu deren Bestimmung folgende +4 Bedingungen dienen: 

a) fürrx=0ist y=0 odr0= B+D 
ı woraus B=D=0 
DD) >» ed == ()  d=—-B+rD 
- U Siınel 


co)» el y=0 » 0= Asinel 
d) >» zel », 0 » = —Asinal+(lSmel 
Die Bedingung, daß die Nennerdeterminante der Gleichungen c) und d) gleich 
Null sein muß, liefert die Frequenzgleichung 
ET TE FE LE; 57 


Deren Wurzeln sind (abgesehen von «/ = 0, die hier unbrauchbar ist, da für diesen 
Fall keine Schwingungen entstehen können) 


al 7: al y = IT: (@l)z —d3m:, | " N T; 
Damit wird 
D* E j® tn ° Bi‘ n” ZI - /E i® 
| | == - . f F pund ‚ a Dh 8, — n 1 s Keane Er 
l° o l* 0 l” 0 


Durch Addition von e) und d) ergibt sich Ü = 0, weshalb das partikuläre Integral 
übergelt in 
y=sin(pt+9g) Asin«w. 


A und @ müssen nun aus den Anfangsbedirgungen bestimmt werden. Die Masse 

des herabfallenden Köıpers sei mit M, seine Geschwindigkeit im Augenblick des Auftrefiens 
mit V bezeichnet. Der Körper selbst soll als starr 

areenommen werden. Rechnet man die Zeit z vom 





E£ | Augenblick des Auffallens des Körpers auf den Träger 
ec aus, dann hat sich letzterer zur Zeit "= 1, um ein be- 
wg ie ie stimmtes Maß y eingesenkt, wobei 7, kleiner sein soll 


| als diejenige Zeit, zu welcher der Träger seine größte EKin- 


bb. 3 senkung eıfährt. Da der stoßende Körper in der Zeit zı 
den gleichen Weg y zurücklegt, so beträgt dessen Be- 
y 


schleunigung Bezeichnet man mit K diejenige Kraft, welche den Träger an der 


dı 
Stoßstelle um 1 cm durchbiegen würde, so hat der Stoßdruck zwischen Träger und stoßen- 
dem Körper zur Zeit 7, die Größe Ay. Die Bewegzungsgleichung für letzteren, auf den 
Ky verzögernd wirkt, lautet somit: 
d’y 


M—-,=-Ky. 
du” 
Ihr Integral ist 
j . EN 
y—= Asioyr+ DBcosyr, mit Y = V z. 
ern f R . . 2. dy , \ 
Fürz—=0isty= 0, woraus Ö —= 0. Weiter ist für 7 —= 0 auch = \,d.h gleich der 
«ET 


Geschwindigkeit des stoßenden Körpers im Augenblick des Auffallens aui den Träger. 
Diese Bedingurg liefert 


_ r i V s +; 
V=Xy oder WA\=-— und damit y= -sinyr. 
/ 2 
INNEN ut a ı ST 
Seinen (GHrößtwert erreicht y für 7 
V .ı/ıa 
U x — m ee | —. 


X 


V und M sind gegebene Größen, A kann in einfacher Weise berechnet werden. 
Bezeichnet nämlich Ö„cm die durch eine in Trägermitte aufgestellte Last 1 erzeugte 
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. . . N 2. : . 1 A : 
Durchbiegung des Trägers an dieser Stelle, so würde eine Last X —= , (die Durchbiegung 
Um 


1 cm hervorbringen. Somit ist Yuax und mit ihm der ganze Verrückungszustand des 

rm.e . zT . Pr. 

[rägers zur Zeit — bekannt. Betrachtet man nun diesen Zustand des Trägers als 
Jr 


Anfangszustand für die nach dem Stoß eintretenden Biegungsschwingungen, und setzt 
voraus, daß der stoßende Körper, sobald 7. erreicht ist, entfernt wird, seine Masse an 
der Schwingung des Stabes also nicht mehr teilnimmt, dann stellen die durch y..x fest- 
gelegten Biegungsordinaten die Anfangsverrückungen y, dar, während die Anfangsge- 
schwindigkeiten zu dieser Zeit, die in bezsg auf die Schwingungen nun mit {= 0 be- 
zeichnet werden möge, sämtlich gleich Null gesetzt werden können. Der Phasenverschie- 


. . . . Er m: . JT -. .. 
burgswinkel ist somit wieder für alle Teilschwingungen g =, während für Ar nach 


Gleichung (4) gilt: 
3, — , wobei ' sin Fu. 


Bezeichnet Q das Gewicht des fallenden Körpers, Ah seine Fallhöhe und y die Erdbeschleu- 


’ r ’ & ’ ’ / @ | , i 
nigung, so wird die größte Stoßordinate mit V—-V2yh; M= ° und — 6, i 
g In 18 E. 
/ hl? ul 
omax = l = ’ 
24EJ 12 
6 (hl - 
wenn u = ] gesetzt wird 
EJ 
Für eine beliebige Ordinate zwischen x — 0 und & „ gilt dann 
ul/x =. / 
U = = — j 
i ( I ) ir un / zZ YAM 
ji E r /j ı Fix 4 4 
Dann wird ches ME | 
- Re ee A Er2, 
» .c Äl . „u 
d t % .n \ 
HH | (sin (fr K) re pre sin (Kr x) dx { ‚l, t, v “ 
Be L Be / er un DH 
FREMDER. va rt 
{ \ : a4 d 
2 (sin? x dx rum # ul‘ Ari % 4 / 
/ n , / ‚ SIR, A st 
oder nach Ausführung der Integration | 
[2 mi ({ / 71 l ö 4 ’ 
A,= \94 sın cos | al) —+ 12]. 
30Paf N 2 u - ) 


In diesen Ausdruck sind der Reihe nach die oben gefundenen Wurzeln der Fre- 
quenzgleichung einzuführen. Man erhält dann: 


Aı = 0,058213 ul; A=0,0698sul; A=— 0,0010l1 ul; A= 0,02854 ul; 
A; = 0,00013 ul; As= 0,01528 ul; Ar = — 0,0000? ul; A= — 0,01351 ul; 2 


so daß das vollständige Integral der Schwingungsgleichung nunmehr lautet: 

y=ul icos Dt 7 0,08213 + cos Pa £ ns 0,06918 — cos B3 tra 0,00101 — cos 5, ty, 0,02854 

+ c08 ß5 E75 0,00013 + cos 5% t 76 0,01828 — cos pr t 7: 0,00002 COS 5 I 91881 "Fi... E; 
Man erkennt, daß die Amplituden der symmetrischen Oberschwingungen 4A;, 4;, 

Ar... sehr schnell, diejenigen der unsymmeirischen Obersehwingungen A;, Ay, As... 


. .. . .. . ” D . Aarl 
dagegen wesentlich langsamer abnehmen. Für die Trägermitte ist mit 7,= sin 


Ym = ML (cos ßı £ 0,08213 + cos P3 £0,00101 + cos ß; £ 0,00013 + cos Ari 0,00002 + ..... ) 
und für 2=N wird 


Ym = ul (0,08213 + 0,00101 + 0,00013 + 0,00002 +... .) = 0,8333 ul, 
d.h. gleich der Anfargsverrückung des mittleren Stabquerschnitts. 
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Mit Hilfe des oben angegebenen vollständigen Integrals der Schwingungsgleichung 
kann der Verrückungszustand des Trägers zu jeder beliebigen Zeit angegeben werden. 
Erfolgt nun zur Zeit =, ein 2. Stoß mit derselben Intensität wie der erste, so wird 
offenbar der Schwingurgszustand des Trägers eine Aenderung erfahren. Denkt man 
sich den Träger in der Lage festgehalten, in welcher er sich im Augenblick des 2. Stoßes 
befindet, so würde der stoßende Körper die an dieser Stelle bereits vorhandene Ver- 

/ 
rückung y„ um das Maß vy vergrößern oder verringern, je nachdem die augen- 
\ 


blickliche Verrückung im gleichen oder im entgegengesetzten Sinne wie der Stoß besteht. 
Nun befindet sich der Träger aber zur Zeit t, in Bewegung und würde zur Zeita=fh — 7 
an der Stoßstelle eine Verrückung y,’ aufweisen, die sich ebenfalls aus dem vollständigen 
Integral berechnen läßt. Da aber die Verrückungsordinate aus dem Stoß allein zur Zeit 
r die Größe 
PP: 
Um; = — sin YT 


‘ 
7 


aufweist, so ergibt sich die zur Zeit f, tatsächlich vorhandene Verrückung an der Stoß- 
stelle nach dem Prinzip der Superposition kleiner Bewegungen zu 

Yn = Ym + Ym, 
und an einer beliebigen anderen Stelle 


„ "a x I 2? 
ar. sin y 7 _— =). 
y / 3 I? 
r Te ö A in 
Für "= ergibt sich an der Stoßstelle 
5 . M 
Um — Yı Ei 12 V = 
I 
7 .: e en a ’ ‚y/M 
Wird wieder angenommen, daß nach Eintritt der größten Stoßordinate |] der 


N 
stoßende Körper entfernt wird, so kann dieser Zeitpunkt als Beginn der neuen Schwin- 
gungen aufigefaßt werden. Durch y„ sind sämtliche Anfangsverrückungen % festgelegt, 
und zwar ist 


‚ ) : ul, x I =°\ 
Yo — P2 COS Drtz Ar Bin Uni + ( an n ). 
4 l 3 2 
für 
I 
ty tı ° 
24 
Die Anfaneseeschwindigekeiten . ergeben sich aus den Verrückuneen durch 
Dt‘ > 
M . . r s .. 7T m 
Diiierentiation nach 7, wobei / —= f,ı + r zu setzen ist Für — findet man 


© 2 pP, sin B,te Ar sin a,t. 


Mit Hilfe der Gleichungen (4) und (5) können nun Ar und 9, für die neuen 
Schwingungen berechnet werden. Schließlich findet man wieder durch Summation der 
partikulären Integrale die tatsächlichen Schwingungsordinaten. 

Bezeichnet 7) die Schwingungsdauer der Grundschwingungen, so gilt für diese 
bekanntlich 


an 
T, =-— 
1 
V Y r . rpm [ pt .. 
Erfolgt nun der 2. Stoß zur Zeit tı = Tı — , , d.h. genau um /ı später als der 
’ rm): 7 Bun ’ r .. .. » 
erste, dann ist zur Zet‘a=fh +  — Tı die Verrückung an der Stoßstelle für die 


Grundschwingung 


i v y” 
Yı = Yı max J 
.J Yı ma K’ 
- Zn 7 . a z a s 
denn für ?= - und Yı = _ erreicht yı ein Maximum. Man erkennt also, daß in diesem 


rl 
Falle eine Vergrößerung der Schwingungsausschläge für die Grundschwingung zu er- 
warten ist. Muß mit periodisch wiederkehrenden Stößen an der gleichen Stelle des 
Trägers gerechnet werden, so ist ihre Aufeinanderfolge in Zeitabständen von T7ı als die 
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kritische zu bezeichnen, da für die Grundschwingung am ehesten eine Resonanz zu 
befürchten tst. 

Ganz ähnlich wie die vorhergehende gestaltet sich die Untersuchung für den Fall, 
daß der 2. Stoß nicht wieder an der gleichen Stelle wie der erste, sondern an einer um 


die Strecke e von der ersten entfernten anderen Stelle erfolet. Von der Besprechung 


dieses Falles soll indessen hier Abstand genommen werden. 

Die Anwendung der Schwingungsgleichung sowie die Einführung des Aufangs- 
zustandes dürften durch die vorstehenden einfachen Beispiele zur Genüge erläutert sein. 
Nachstehend sollen jetzt noch die Schwingungsfrequenzen für den Träger auf 3 und 4 
Stützen ermittelt werden. 


4. Schwingungszahlen eines Trägers auf 3 Stützen. Das partikuläre Integral 
enthält jetzt S Konstante, für jede Trägeröfinunpg 4. Setzt man mit Bezug auf Abb. 4 die 
bedingungen an: für u = ist yı =, für us =! ist yı =, für mn =0 ist a 

OXrı“ 
sin aılı 


ergibt sich B = Dı = 0 und Ci - Ay 
ein aylı 


Damit lautet das partikuläre Integral 


für die erste Oejinung 








) ( t+g)A (sin Ü ash Sin Y ) 5 p A T 4 
1 - sın (? n \ Eu DD Gı &ı 1 t 

F | r om arlı r z,N | at 

. | 
und analog für die zweite u 4, — 
R : sin dglg =: 
ya = sin (Bt + 9) 4; (sin (28 — &i Su 2), Abb. 4 
> lag 2 


Für A, und 4, stehen zwei weitere Bedingungen zur Verfügung: 


für I —|1 + Yı (9Y9 0? Yı c)? y2 
| ist — — — und Jı-- = Jh. 
x2 — Il» \ OT X9 Or,“ Oro“ 
Diese lieiern: 
a) 0 A: (cos «ı !ı — sin dılı (sta cal) = — da Ay (COS Gy lg sin a la (Sta 0% ly) 
b) — 201° Jı 4, sin d; !, zu 2 9° Ja Assin 0a la, 
Nun ist aber a 1 /o 5” | 'o 8°? 
a ei 
Ü E dy E 
weshalb Jı (“ | Fi «£ı V’ , 
um 1, -— y". 
Jg ag” DD) F3 ag 2] 


Unter Beachtung dieser Werte gehen die obigen Gleichungen a) und b) über in: 
A, v (cos aılı — sin @&ı /ı Sta aılı) + As (cos ul; — sin @yl, Sta ala) — 0 | 


4 ; (I). 
A,» sin «ılı As sin &s Is == 0 


Die Nennerdeterminante dieser linearen homogenen Gleichungen muß zu Null 
werden. Diese Bedingung liefert die Frequenzgleichung: 
v sin «213 (cos @, lı — sin a lı tg @ılı) + v sin aılı (cos dal» — sin @al; tg @,l;) 0 (I, 


aus welcher «, (bezw. «@:) und damit 5 berechnet werden können. Für den Fall gleicher 
Stützweiten und Stabquerschnitte lauten die Gleichungen (1): 


(A, + 45) (cos «! — sin a! Sta el) = 0, (A — A,)sinal=0 . . (T). 
Sie besagen, daß in diesem Sonderfall die Gesamtschwingung sich aus symmetri- 


schen Schwingungen in bezug auf die mittlere Stützensenkrechte, bei denen A, = 4; 
wird, und gegensymmetrischen, bei denen Aı = — A, wird, zusammensetzen. Man erhält 


demnach auch 2 verschiedene Frequenzgleichungen. Für die symmetrischen Schwin- 
gungen liefert die 1. der Gleichungen (l’) wegen A, = 43 
ctg el = Sta al . (III). 
Die Wurzeln dieser Gleichung (III) sind aus Abb. 5 als Schnittpunkte der daselbst 
aufgetragenen Kurven der Funktionen y=ctgxz und y = (Stg.x zu entnehmen. Man 
findet mit hinreichender Genauigkeit 
(al) -— ne (&l)g —— e. 


b| = . 


15 7 
al) = - 
(al); 


und damit die Frequenzen 


B 25 n“ > 2 sin? y” 
1 a . pP = .- wi 
16 /° o 16 22 0 





Ze = 


Se 


m m 








ne — er 


en un ge u en 0 a NETTE nn 
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Für die gegensymmetrischen Schwingungen liefert die 2. der Gleichungen ([') 
wegen Ad, = — 4 BR A ee 1 E 
WEERUE (elıi=n; (el); an... le enk:. 


Wichtig ist hier die Bemerkurg, daß die Frequenzen der gegensymmetrischen 
Schwingungen die gleichen sind wie die eines einfachen Balkens auf 2 Stützen. 

Um das totale Integral zu finden, bat man wieder unter Einführung der oben 
gefundenen Werte für «@ und 2 die Summe der partikulären Integrale zu bilden und 
erhält dann 


für die symmetrischen Schwirgungen: 


sin 
), Yyı = Yı, 


Yı = sin (Pt + y.) Ar (sin (X Site, — 

5 in rl 

für die gegensymmetrischen Schwingungen (unter Beachtung von (IV)): 
Yı 2 sin (3 !-+ w;; Ar sin «, X, 9 = yı. 


5. $Schwingungszahlen eines Trägers auf 4 Stützen (Abb. 6). Im ganzen 
sind hier, da es sich um 3 Oelinungen handelt, 12 Bestimmungsgleichungen für die 12 
Integrationskonstanten erforderlieh. Die ersten 3 liefern in Uebereinstimmung mit dem 


> 


Träger auf 3 Stützen: 


. : sin aılı z:, 
yı = sin (Pt + g) Aı (sin dı 0 — x. Om dam 
“ . . GH Aaylı 
n° ! T> en und analog wird 
a 7 u; Ey sin azglg =: 
| , 9 j > | 7 | Se n. [ . ” AN lo ’n 
= L nn 2 2 la — Y = sın (Pf —+ ı ) 4; (sin U; X Tr Sin uza,), 
, 1-3 k Y | ET Sin azl; 
\bb. 6 Ferner ist 
- ls ; lg 
0 fir 0; - (vergl. Abb. 6); „=! ürpd =+ = 
Darans erwibt sich al; ‚_ Mala 
68 sin 
2 2 
D. B; und (Ü As 
u ä aslo ie TEuB 
Du —— Di 
> > 


Mit diesen Werten wird 


{ ) a9 Tg 
\ f sIn p c08 = 

y2 = sin (PL +9) A| Sin (do 2% au Stta%Xs | + Bel eosu. x, — 4 So) @,%, 
EN Sin — En] — 


Für die in yı, Y» und y3 noch vorhandenenen Konstanten A,ı, Ay, DB» und A; stehen 
ı weitere Gleichungen zur Verfügung: 


für ıı = 1 


) .; 2 Uya omyı = ya 
hrist — =. — und Jı „= Jı z 
di} ( ( x (79 Oaı‘ 023 
für x l / 09 2 


und 





































Heft ı Kaufmann, Über Biegungsschwingzungen stablförmiger Träger 13 


Diese liefern die folgenden 4 Beziehungen: 


a) dıa, (cos cılı — sin al, (Sta ce, lı) 
co I . «213 ag \ a el dal nr dy!1, 
(to A [cos sin (st "1 + Bü; (sin He en a ne 
\ 2 2 2 2 2 
b) Az (fz (cos al — sin Gy la (sta Us l; ) 
{ (19 « (tsl; i d Ts 2 gl rts lo | 
Üy As (cos - sın BIa — | Bs (9 | sın tH- COS ud — 
+) 07 \ +) = > ) 


) ” & . aolo as 15 \ 
e) 2), 0° A, sin al = 2J, is’ (4 sin — ; 


-_ -_ 


13 \ 


\ ) . 9 = dsl U ) 
d) 2 J303° A; sin dl; — 2. J5 (ty (4: sin “+ B:» eos ). 
5) ) j 


‘ 


_ - 


Nun läßt sich B, durch Addition von a) und b) durch A, und 4A, ausdrücken, 
desgleichen durch Addition von c) und d). Setzt man die so gefundenen Werte einander 
gleich, so ergibt sich eine Gleichung, die nur A, und Az enthält. Eine 2. Beziehung 
zwischen A, und A; findet man, indem man erst b) von a), dann d) von ce) subtrahiert 
und die sich daraus für A, ergebenden Werte einander gleichsetzt. Nach Durch- 
führung einiger Zwischenrechnungen lauten diese 2 Beziehungen: 


% - as lo n (is l, ] 
e) m 4, sin «,lı | Jarz (etg as, Staa,hı) Jı it tg ze 
& Z y- 
. [ - a, Ts en dtyly | 
—+ (3 Az sin da l3 | Ja 5 (et ala Sta zz J3 Ca (tg ei — —=(. 
| 3 2 


ku 


. . ” n \ oglı ? 4 9 > 
f) «2, A, sin «ılı 1% er (etg aılı — St al) + ie: (etg ee | Sr | 


- Ex id 
r | / / 
| 


| 
. - \ (2192 ei. 4919 | 
— (3 A; sin dl [9% (etg 3l; — Sta dsl) + Ja (etg E DIg — | V. 
» -- .i J 
Die Bedingung, daß die Nennerdeterminante dieser linearen homogenen Gleichun- 
gen zu Null werden muß, liefert die Frequenzgleichung. 
Wesentliche Vereinfachungen der Lösung treten ein für den Fall gleicher Stütz 
weiten und Stabquerschnitte. Dann gehen e) und f) wegen 


( = (9 - dd, Jı — Js = Js == ), I, — I» == [a -l 
über in 
- rl al - 
g) (Adı + 45) (etg «1 - bigat — Ig, 2 ,„)sin al=0 


h) (Aı — 4;) (etg a«al— btaal-+ cig = — 6t9 = sin «!—0. 
Aus diesen Gleichungen erkennt man, daß auch hier symmetrische und gegen- 
symmetrische Schwingungen eintreten, erstere für Aı = 4;, letztere für Aı = — 4;. Das 
partikuläre Integral ergibt: 
ns \ Fr m. sin al 
yı = sin (pt +g) 4: (sin IC Ssınax 


\ Sinal 


a : al 
we sın cos ” 
Mi . 2 ’ r 2 
pn=sin (Pt+gY)| A |sinax — Suax + B» | cos x — Bilax 
1.8 si 
-— zıu (Sr an 
2 2 


a a n: sin al 
ys = sin (Pt +9) 4; (sin u — Ein ax —— ). 


sıucal 


Subtrahiert man d) von ce), so findet mıan 


\ sin al al 
A = (A; — A) Haaı As A,) cos 
(dt 
2 sin 


Addiert man dagegen e) und d), so ergibt sich 
s'n«l! “u 
B;  — (A; —+ Aı) un .— (A; t- 4A; sin ı 


‘) 





mn nn naar ne 
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Man erhält also für die symmetrischen Schwingungen mit Aı = 4;: 
: : m: sin al 
Yyı = Y3 sin (dt -+ g) Aı (sin ax — Smax — 

2 omel 
al 

cos 
r /,) . \ . al . - 2 
y = ?sin(!-+ 9) 4, sin cos ex — Vol ax 
‚ 2 a 

Op) 
2 

und für die gegensymmetrischen mit A, = A;: 

’ nur sin al 

yı = —Yı sin (ft + g) A, [sin ex — Sınax —, ) 

einel 

al 
sin 
. ) \ al n r 
yy = ?2sin(Pt-+ 9) cos — A, [| SOtı ax ‚ — sinax 
2 u 
cm 


In gleicher Weise wie beim Träger auf 3 Stützen ist auch hier die Frequenz der 
symmetrischen und gerensvmmetrischen Schwingungen zu bestimmen. Für erstere wird 


nach Gleichung &) 


g 
| . {dl 
ctg al — Bta al—te . IM — I rz (I), 
für letztere nach Gleichung h) 
. al . al 
dgai— Chhairoeg—_ MH —=0. ...... (M). 


- 2 


Der l'aktor sin «/ konnte weggehoben werden, da alle Werte «/, für die sinal= 0 
wird, die Frequenzgleichungen nicht befriedigen. 
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2 - X a 
In Abb. 7 ist die Kurve der Funktion y=ctgx - x — tg, 293 —,in Abb. 8 


diejenige der Funktion y'’ = ctgx — tax + ctg - — Gtg = aufgetragen. Man findet mit 


genügender Genauigkeit für praktische Zwecke folgende Wurzeln: 
für die symmetrischen Schwingungen: 

(al)ı = 4,300; (el) = 6,708; (aD); = 4,3 + 27; (el)ı = 6,708 + 273; (el, =4,3 +4r.. 
für die gegensymmetrischen Schwingungen: 

(al), = 3,558; (el), = 7,429; (al); = 3,558 +27; (el), = 7,429 +27; (el, =3,558 +4r.... 

Damit sind auch die Frequenzen selbst bekannt, und das vollständige Integral 
kann angeschrieben werden. 

Die Einführung des Anfangszustandes aus irgend einer Schwingungen erregenden 
Ursache hat nun in der gleichen Weise zu erfolgen, wie dieses an den ersten Beispielen 
gezeigt wurde. Als solche kommen außer den dort besprochenen Fällen insbesondere die 
Stöße schwerer Lastwagen auf Brücken mit Kopisteinptlaster in Frage, ferner das ruck- 
artige Nachgeben der Lastkette bei Krahnbahnen und Aufzugvorrichtungen, die Stöße 
von Arbeitsmaschinen bei Hochbauten und viele andere. 69 


Zur Konstruktion des Übergangsbogens für Eisenbahngleise. 
Von K. LACHMANN und R. ROTHE in Berlin. 


bogen muß man bekanntlich einen »Uebergangsbogen« zwischenschalten, durch den 

die äußere Schiene allmählich in die überhöhte Lage gebracht wird, die sie in dem 
Kreisbogen, entsprechend seiner Krümmung und der Bahngeschwindigkeit, einzunehmen 
hat. In der Regel benutzt man hierzu eine kubische Parabel, die man auf Grund 
folgender Ueberlegung erhält. Man nimmt an, die Ueberhöhung der äußeren Schiene 
des Gleises wachse, von dem Werte Null in der geraden Strecke beginnend, im Ueber- 
gangsbogen proportional der Schienenlänge bis zu dem größten Werte an, den sie im 
Kreisbogen besitzt; außerdem macht man noch einige die Rechnung vereinfachende An- 
nahmen, nämlich daß die doppelt gekrümmte Raumkurve, um die es sich doch in Wirk- 
lichkeit handelt, durch ihre Projektion auf die Horizontalebene ersetzt, vor allem aber, 
daß ihre Bogenlänge gleich der in der geraden Gleisrichtung gemessenen Abszisse genom- 
men werden dürfe, da die Kurve nur wenig aus der Richtung des geraden Gleises abweiche. 

Die Annahme, daß die Ueberhöhung Z der äußeren Schiene proportional der Bogen- 
länge s des Uebergangsbogens wachse, hat aber das Auftreten zweier Knicke in dem 
Verlauf der äußeren Schiene zur Folge; vergl. die beistebende Abb 1, die das Längen- 
profil der äußeren Schiene darstellen soll, und in der 0 den An- 


By der Ueberführung eines Eisenbahngleises aus der geraden Strecke in einen Kreis- 





satzpunkt des Uebergangsbogens an den geraden Schienenstrang, L 
E den Ansatzpunkt an den Kreisbogen, Z die Ueberhöhung der F 
äußeren Schiene im Uebergangsbogen bedeutet. Diese Knicke "Fe 


Y 


geben zu plötzlichen Belastungsänderungen der führenden Räder 
und hierdurch zu Stößen Veranlassung, die die Gefahr der 
Entgleisung der Fahrzeuge herbeiführen können. In der Literatur ist wiederholt 
darauf hingewiesen, daß es bei großen Geschwindigkeiten und scharfen Kriüm- 
mungen nicht immer genügt, diese Ecken nach dem Augenmaß ab zurunden, wie 
es meistens in der Praxis geschieht. Man hat infolgedessen vorgeschlagen, die 
kubische Parabel durch andere Kurven zu ersetzen, bei denen das Gefälle längs der 
äußeren Schiene stetig veränderlich ist, z. B. die Parabel vierter Ordnung, die Sinuslinie, 
die Lemniskate usw., wobei man allerdings die Auswahl ohne Rücksicht auf die theore- 
tischen Grundlagen des Problems wesentlich unter dem Gesichtspunkt der Einfachheit 
der Rechnung oder Zeichnung getroffen hat. 

Unter diesen Umständen scheint es wünschenswert, die Theorie des Uebergangs- 
bogens noch einmal einer genaueren Durchsicht zu unterziehen. Die fruchtbaren Ver- 
fahren der praktischen Mathematik erlauben, das vorliegende Problem nicht nur für 
flache Bögen zu lösen, sondern Uebergangskurven für beliebige Richtungsunter- 
schiede mit jeder gewünschten Genauigkeit zu entwerfen. Wir erblicken hierin einen 
Fortschritt gegenüber den bisher vorliegenden Ergebnissen. 


Abh. 1 
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1. Eine vereinfachende Annahme. Da die äußere Schiene im Uebergangs- 
bogen eine doppelt gekrümmte Kurve sein muß, die innere aber in der wagerechten Ebene 
verläuft, so können bei einem mehrachsigen Wagen, dessen Achsen starr mit dem Gestell 
verbunden sind, nicht alle Räder gleichzeitig auf den Schienen laufen. Um ein Schweben 
des inneren Vorder- oder des äußeren Hinterrades zu vermeiden und die Stöße, die durch 
die Belastungsänderungen der führenden Räder auftreten, möglichst zu vermindern, muß 
man daher den Anstieg der äußeren Schiene genügend klein halten. Aus diesem Grunde 
ist es zulässig, anzunehmen, daß die Aenderungen, die die Lage des Schwer- 
punktes des Fahrzeuges während der Fahrt erleidet, in einer vom Fahr- 
zeug mitgeführten lotreehten Ebene vor sich gehen. Eine solche Annahme, 
die gewiß dann streng erfüllt wird, wenn auf der äußeren 
Schiene nur ein Rad läuft, ist um so unbedenklicher zu 
machen, als das Spiel der in den Lagern federnden Achsen 
ohnehin außer Betracht bleiben soll. 


2. Grundlegende Beziehungen. Den Ausgangspunkt 

der Betrachtung bildet die bekannte Forderung, daß sich im 

Schwerpunkte des den Uebergangsbogen durch- 

laufenden Fahrzeuges die Zentrifugalkraft und das 

» Gewicht des Fahrzeuges das Gleichgewicht halten 

| " müssen, damit ein seitlicher Druck der Räder gegen die 

Be Schienen vermieden werde. Die Abb. 2 stellt einen senk- 

Abb. 2 recht zur Schwerpunktsbahn und zur Horizontalebene durch 
den Schwerpunkt des Fahrzeuges gelegten Schnitt dar. 





Ks bedeute: 
« den Ueberhöhungswinkel, 
ıw die Spurweite des Gleises, die als konstant angenommen wird, gemessen 
in der eben genannten Vertikalebene, 
H die !löhe des Schwerpunktes 5 über der Schienenmitte M, 
Zm die Ueberhöhung der Schienenmitte, 
7 —= 2%. die Ueberhöhung der äußeren Schiene, 
> die Projektion von S$ auf die llorizontalebene, 
’ die Projektion von M auf die Horizontalebene, 
o den Krümmungsradius der Schwerpunktsbahn im Punkte S$, 


= 


k die zugehörige Krümmung, 


Od 
r den Krümmungsradius der Gleismitte im Punkte M, 
v die als konstant angenommene zulässige Höchstgeschwindigkeit, 
M die Masse des Fahrzeuges, im Schwerpunkt vereinigt gedacht, 
g die Erdbeschleunigung. 

Es wird später gezeigt werden, daß für die hier in Frage kommenden Kurven 
die Krümmung k der Schwerpunktsbahn durch die Krümmung der Projektion 
der Kurve auf die llorizontalebene mit genügender Annäherung ersetzt 
werden darf. Daher wird von nun ab unter ”* auch die Krümmung der Bahn des 
Punktes £ verstanden. 

Aus der Abbildung ist ersichtlich 

BEER re an ae L), 
während die Bedingung des Kräftegleichgewichts ergibt: 
9 A  : ; ' 

Ist « so kle'n, daß sin « näherungsweise durch tg « ersetzt werden kann, dann 
ergibt sich hieraus die Formel 


k uU Z } Öi l k ii fo'\ 
I ea RE: oder r cv’. (3) 
g w w 127 


wenn V in km/Std., e in m gemessen und y = 9,51 m/sec’ gesetzt wird. 
laßt man in (3) die als unveränderlich vorausgesetzten Größen zu einer Konstanten 


zusammen, so folgt 
w 


zu =Za—=Ck, worinÜz v° EC Sri BE 


1 27 
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Die geradlinige Verlängerung der Schienenmitte sei die x-Achse, durch den 
Ansatzpunkt des Uebergangsbogens gehe in der Ilorizontalebene die y-Achse und zwar 
positiv nach dem Innern des Bogens gezählt. Man betrachte die Grundrißprojektion (2 
der Schwerpunktsbahn und die Projektion (P) der Gleismitte 
(Abb. 3); (x, y) seien die Koordinaten des Punktes 2, (x, v,.) y 
die Koordinaten des entsprechenden Punktes P. Dann ist N 


den Neigungswinkel der Tangente an die Schwerpunktsbahn 
im Pankte I bezeichnet, 


y 
wenn man mit « den Abstand der Punkte &, P und mit % ‚7 4 
L 


Im CM sin J,  — UL COS UV, ” Mi 
* 2 m \hh, 
Nach Abb. 2 ist unter Benutzung der Formel (\ 
. HZ 
u=Hsina= 
- 
mithin wird 
” . . fi ( 
Cu =%+Hsin«sinv’, y -y—HsinacosÜ, 2 HT cos«& = k 


’) 


Ist s die Bogenlänge der Kurve (2), vom Nullpunkt an gerechnet, so gelten die Be- 
ziehungen: 


NW [x ds | 


$ =; 4; 


” . . C ni 
KL = | cos 1) ds, y=- [sin u ds, 2 R. h II cos £ — k + MH | K* | 


» 
a u - u 


s 0 


Wenn man nun weiß, in welcher Weise sich die Krümmung k in Abhängigkeit 
von der Bogenlänge s ändert, so kann man aus der ersten Formel (6) den Tangenten 
winkel 9 und danach aus den übrigen Formeln (6) die Koordinaten x, y, z des Schwer- 
punktes 5 bestimmen. Die Formel (2) liefert dann den Winkel « und schließlich lassen 
sich nach den Gleichungen (5) auch die Koordinaten &,, %Ym, 2. der Gleismitte finden. 
Hierdurch ist die Aufgabe prinzipiell gelöst, wenn, wie gesagt, bekannt ist, welche 
Funktion k von s ist. 

Nun betrachte man das Längenprofil der Schwer- 
punktsbahn, worunter (Abb. 4) die Abwicklung ihres 
projizierenden Zylinders auf eine lotrechte Ebene zu 
verstehen ist. Zu Anfang des Uebergangsbogens (für 
s—0) muß es sich berührend und mit verschwindender 
Krümmung an die wagerechte Gerade der Höhe 4 
anschließen; am Ende des: Uebergangsbogens (für 
s—=) ebenso an die wagerechte Gerade der Höhe zı, 
wo 2ı die Erhebung des Schwerpunktes im Kreisbogen 7 2 ’ 





r . ° r eiserne nn —— ee 
bedeutet, denn der Kreisbogen geht bei der Abwicklung 
in diese Gerade über. Das heißt, es muß sein: 
\ } 
Pr dz d’ z ‚DD. 4 
1. ürs—=0:2=H, = 0), =0: 
d $ d => 
.ö dg d” 
.. ürs-N: ze 98 = (), —=( 
de ds 


Aus dem Zısammenhang von z mit %k nach der dritten der Gl. (6) folgt aber, daß 
mit den Ableitungen von z auch die von k verschwinden müssen. Also ergeben sich für 
die unbekannte Funktion k=k(s) folgende Grenzbedingungen: 


. ak d’k 

1. ürs= 0: kml, = (, 0; 
ds ds*® 
.. y > d k: d’ ): 

pP für 4 == S: k = RK, = V, „= 0, 
ds ds’ 


worin K die konstante Krümmung der projizierten Schwerpunktsbahn im Kreisbogen der 
(Gleiskurve bedeutet. Diese Konstante X ist als gegeben zu betrachten. Ueber ihre 
Bestimmung siehe weiter unten in 93. 








mt „Pi A 





ee ee 


Een 





TEEN DEE an ne nee 


ge nie 


“ nt nen en ne ae E 


nnd 


notes nummer uns 
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3. Annahme einer Funktion X (s). Es gibt unendlich viele Funktionen % (s), die 
diesen Grenzbedingungen genügen, und insofern ist das ganze Problem unbestimmt, solange 
nicht weitere, den Verlauf der Funktion k (s) bestimmende Bedingungen hinzugenommen 
werden. Die einfachste ganze Funktion, die ihnen genügt, ist vom fünften Grade, und 
zwar ist, wie man sich leicht überzeugt, 

OK „ I5 K 6.K 


(gg) == ie Ye ;® 
” kis 3 S Pr N ! 5 u 
N /! 
y a Setzt man nun 
8 k “ 
0 = : = — , . : F 4° 
S K 
so durchlaufen o und x die Werte von O bis 1, und es ist 
»()=100?’— 150!?+60° .„ . .68). 
Diese Funktion soll den weiteren Betrach- 
tungen zugrunde gelegt werden. Ihren Verlauf zeigt 
yon —_—— 5 Abb. 5. Hier kommt er natürlich nur für den Bereich 
/ . 7 . . . . . 
4 0=-0<1 in Betracht, außerhalb dieses Bereiches ist die 
Abb. 5 Kurve gestrichelt gezeichnet. Setzt man noch 
1x ug dA’ x „ 
== % (0), - ze X (0), 
do d 0° 


so kann man leicht folgende zusammengehörige Werte feststellen: 





0 0 Ile | 

0 1 
u’ 0 15/, 0 
u’ 0 0 1 


Der ersten Formel (6) zufolge ergibt sich 
”. 2 


U (s)— Ik (ds NK I* (0) d Ö, 


Iy » 3) YV ” F 
odeı 6 = SS K( 0’ —30°’+4 6°) =SKYo(0). . . 0.9) 
I} ‚ 


Für c=1, dh. s = 8 hat ®% den Wert 
BEE ee 


Zur numerischen Berechnung!) von # (6) und g (0), also auch von k und Ü dienen 
die nachstehenden Zahlentafeln I und Il. 














Zahlentafel l. Zahlentafel II. 
k F 
0 x (0 2 = p(0 
Äh SK 4 
0 0 0 ( 
0,1 0,00856 0,1 0,00022 
0,2 0,05792 0,2 0,00310 
0.3 0,16308 0,3 0,01369 
0,4 0,31744 0,4 0,03738 
0,5 0,5 0,5 0,07812 
0,6 0,68256 06 0,13738 
0,7 0,83692 0,7 0,21369 
0,» 0,94208 0,8 0.530310 
0,9 0,99144 0,9 0,40022 
l 1 1 0.5 
Diese und alle folgenden numerischen Berechnungen hat der an erster Stelle genannte Ver- 


fasser durcehzeführt 
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Aus (4) und (7) folgt 


: u. : 15 
Nun ist der Höchstwert von x’ gleich _. 


dZz 


’ 
d: 


dz dk b 
—— Ü — = K 
ds ds 


15 ; R 
S- i U Kn, worin Ur 


k 


dndo __ 


do ds 


S 


d.h. den größten Anstieg der äußeren Schiene mit 1 


U = w, 


Bezeichnet man also den Höchstwert von 


ın, so wird 


Pr, SE RER; \\ 


Durch diese Formel ist die Gesamtlänge des Uebergangsbogens (angenähert) be- 
stimmt, wenn der größte Anstieg der äußeren Schiene gegeben ist. 


4. Gestalt des Uebergangsbogens. Schließlich folgen aus (6), (7), (9) und (10) 


” 


e—= N [eos 2 9y(o))do, y= s| sin(2Y9o(o))do. . . . (19). 


Diese Integrale lassen sich nicht in geschlossener Form durch elementare Funktionen 


darstellen. 


Die zahlenmäßige Berechnung der Werte von & und xy geschieht am besten durch 
lteihenentwicklung. 


-) 


w) 


, 


=29 {9 (6) 


—= lecos(? I) y())do = I 


2 (9): Ir (0)?d 6 


4 
do — 


Es ist 


» 


I 


- 
u 


Lv 


E — [sin 299())do= (2906 = 


- 
P] 


ı) 


w 


og (0)* 


(-)’ j (6)? dc-+ 


J | 
‚a (p('ds-— 9° | 
3 °- 


86° p (6 3 


oıN 
:) » 


16 ' Y o)' 
| ! 


( re... | 


64V’ plo 


= ae )as 


(13). 


9: | G (o)’d Go 
15 5 


- 


u 


Diese Reihen konvergieren für alle Werte von 0. Die Integrale E (0)"do lassen sich 


für die verschiedenen Werte 
gration der Kurven g (6)" bestimmen 


tafel vereinigten Anfangsglieder. 


Zahlentafel III. 


von 0 genau und einfach genug durch zeichnerische Inte 
Es ergeben sich so die in nachstehender Zahlen 








5 

0 0 

0,1 0,1 
0,2 0,2 
0,5 0,3 
0,4 0,4 — 
0,5 0,5 — 
0,6 0,6 — 
0.7 0,7 - 
(0.8 0,5 —_ 
0,9 0,9 

1 l — 


- 0,00002 © 


0,00014 0° 

0,00080 9° 

0,00312 ©? + 0,00001 ©! 
0,00928 ©? + 0,00007 9! 
0,02268 9? + 0,00036 9' 
0,04750 0? + 0,00141 9' 
0,08814 9° + 0,00424 0! 


0,00010 HJ" 


v) 

() 

0.00026 9 

0,00176 9 

0,00662 0) 

0,01786 © 0,00003 9? 

0.03910 0 — 0,00020 ©’ 

0.07396 9 — 0,00095 9° 

0,125416 9 — 0,00329 ©” + 0,00004 0 
0,19570 9 — 0,00927 ©° + 0,00018 ©’ 
0,28572 0 — 0,02140 ©° + 0,00070 @° 


Nach den Angaben der Zahlentafel III kann man für elf Punkte die Koordinaten 
und die Richtung der Tangente an die gesuchte Schwerpunkts-Kurve ermitteln und sie 


dadurch leicht und mit genügender Genauigkeit 





zeiehnen. Einen Tleberblick über die 


! 


Syn me > mn ungen un nr en 








Te 


ne en gen m 


- ne a En ann en nen ee ne 
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Größe der Werte ° und ” für verschiedene Werte von @ gibt Abb. 6, worin der Maß 


N N 
stab für y überhöht ist. ‚Diese Kurven stellen selbst l!ebergangsbögen dar, wenn S — 
ist, d.h. wenn x und y mit der Länge des Uebergangsbogens als Einheit gemessen werden 
Verläuft der Uebergangsbogen so nahe der x-Achse, daß man sind AV und 
cos U zZ 1 setzen kann, so ergeben die Formeln (12) die Näherungswerte 


> 


= | cos VAs ads R y— sin Jds »[# ds: S () (° — (0 — o) (1 1). 


‘ 
“ “ 


Die sind die Anfangsglieder der Reihenentwicklungen (13) und ihre Zahlenwerte 
sind aus der vorstehendeu Zablentafel Ill zu entnehmen, wenn man nur die ersten Glieder 


’ ’ S I . . \ .. . ’ . 
in Betracht zieht. >etzt man 0 — = in die Formel für y ein, so folgt als Gleichung 
N 


N h 
der Uebergangskurve lür hinreichende Nähe an der geraden Fortsetzung der Strecke: 
BR. x 2 x° a 
Te 2’ıil — + ) De - 18 
S 7 8° i 
Diese Kurve tritt also in gewissem Sinne an die Stelle der kubischen Parabel. 


5. Gang der praktischen Rechnung. 
A Es sind nur noch ein paar Worte zu sagen 
a über den Rechnungsgang im praktischen Falle. 
Hier ist gegeben: erstens der Radius 7 
für die Gleismitte; zweitens die hierfür zu- 
lässige Höchstgeschwindigkeit v; drittens die 
Spurweite :0; viertens die Höhe I des 
Schwerpunktes des Fahrzeuges über Schienen- 
mitte. Findlich muß noch fünftens eine die 
Länge des Uebergangsbogens bestimmende 
Angabe gemacht sein. Oft ist dies der mittlere 
Anstieg, worunter das Verhältnis / der größten 
Ueberhöhung der äußeren Schiene zur länge 
des Uebergangsbogens zu verstehen ist: 
1 . 7] UK 


24 . y ; Y g h < = = £ . ’ { 16), 
N N 





Abh. 6 2 4 i i 1 ; 
oder der höchste zulässige Anstieg — des Ueber- 
n 


eanesbogens, nämlich der in der Mitte des Uebergangsbogens (vergl. Formel 11) 
Es ist 


Aus diesen Angaben werden zunächst die in den Formeln vorkommenden Kon- 

stanten X, N und @ bestimmt. Hierbei ist A die Krümmung der Projektion der Schwer- 
. v . . 1 .. . ” .. 2 u . 

punktsbahn im Kreisbogen. Nach Abb. 2 wird, da -- der zugehörige Krümmungsradius ist, 


\ 


1 


-=R-Hsini. .._. u) Das, en Eee 
I 
wo .f der Endwert des Ueberhöhungswinkels @ bedeutet. Andererseits folgt aus (2) und (3) 
KV? KV? 
ge A= — ee a 
S g 27 


Man könnte diese beiden Formeln benutzen, um -f zu eliminieren und alsdann X 
aus der entstehenden Gleichung vierten (srades zu bestimmen. Aber diese Mühe lohnt 
kaum. Denn da //sin.-T sehr klein ist, so kann man näherungsweise 
v” 

Hsin Azr&Htg Are H rige 


setzen (nach (1) und (3’)) und erhält 


1 V“ 
PR H ' Ä (20), 
A | TR 
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Mit dem aus dieser Formel errechneten Näherungswerte von K bestimmt man 
nach (19) den Winkel f und hat zu untersuchen, ob der Wert ?— Hsin Ä, der Formel 
: l .. . : 
(18) entsprechend, mit dem Werte —- genau genug iibereinstimmt. 


Is 

Nach Errechnung des Wertes C nach der Formel (4) ist man in der Lage, auf 
Grund der Angaben über den größten oder den mittleren Anstieg der äußeren Schiene 
den Wert von S nach (11) oder (16) zu bestimmen. Die Formel (10) gibt alsdann den 
Wert von ®. Nunmehr berechnet man die Krümmung %k der Schwerpunktsbahn nach 
Zahlentafel I und die Ueberhöhung Z der äußeren Schiene nach (4); ferner die Werte von 
« nach der Formel (2) und die Werte von ® nach Zahlentafe) II. Zahlentafel III gibt als- 
bald die Werte x, y für die Koordinaten der Schwerpunktsbahn im Grundriß, während 
aus (6) die Ueberhöhung z des Schwerpunktes berechenbar ist. Schließlich liefern die 
Formeln (5) die gesuchten Koordinaten der Gleismitte. Man kann diese Formeln in 
folgender Form schreiben, die für die zahlenmäßige Behandlung manchmal vorzuziehen 
ist. Man hat 


Im 7 i ! 7 

ui A BPIEK USE? , Ve u | | 3° 
Ss N Ss Rx l F 
worin / eine nur von den Abmessungen des Uebergangsbogen abhängige Konstante 
bedeutet; denn es ist unter Benutzung von (1) 


ur " HC A ITURK 3 
ul, = sinsind — ksind — xsinv), 
N ww wNS 
also HCK s ı u 
au U —A4 ar ae 


ws ldwn w 

wenn man noch (11) und (16) berücksichtigt. C, und €, dagegen ändern sich längs 

der Kurve: | ERTE 4 | 

C;,=»#sind — x (? Ip — 39° -1 Vy°——+.. .) 
3 15 


C, = % c08 9=rı — 2 0? 9°? + typ! — r 95 9° ch 
9 


Für diese Korrektionsglieder gilt folgende Zahlentafel: 
Zahlentafel IV. 








0 Cr C, 
0,1 WERTEN ne Fe 0.00856 
0,2 0,00036 4 0,05792 
0,3 0,00447 0 0,16308 — 0,00006 ©? 
0,4 0.02368 9 — 0,00002 9° 0,31744 — 0,00089 @° 
0,5 0,07812 9 — 0,00032 9° 0,50000 — 0,00610 0% + 0,00001 M' 
0,6 0,18755 M — 0,00236 9° + 0,00001 ©° 0,68256 — 0,02576 9° + 0,00016 M' 
0,7 0,35770 9 — 0,01089 9° + 0,00010 @° 0,83692 — 0,07645 9° + 0,00117 9* — 0,00001 0° 
0,8 0,57110 9 — 0,03498 ©" + 0,00064 9° 0,34208 -—- 0,17309 0% + 0,00530 9 — 0.00007 
0,9 0,79361 9 — ),08475 9? + 0,00271 9° 0,99144 — 0,31764 9? + 0,01696 9 — 0,00036 9° 
1,00000 9 — 0,167 9° + 0,00833 9° 1 — 0,5 9° + 0.0412 9' — 0,00139 9° 
Für praktische Zwecke wäre es notwendig, 
die Zahlentafeln III und IV in mehrere Einzel- 6.73 
tafeln fiir verschiedene Werte von © aufzuteilen; hz’ 
wir haben einstweilen davon noch Abstand ge- > 
nommen. Selbstverständlich wird man in der 9 


Praxis die Zahlentafeln und nicht die Formeln 
zu benutzen haben. 

Es handelt sich nun noch um die Auf- 
gabe, wie man den Uebergangsbogen in eine ge- 
gebene Linienführung einzufügen hat (Abb. 7). 

Die Linienführung der Gleismitte bestehe 








aus zwei geraden Strecken, zwischen denen der AT 
Kreisbogen AB vom Radius R abgesteckt sei Der ____— 7 7_--" 
Oelinungswinkel dieses Kreisbogens sei 27, und 0 

dies ist auch der Winkel, den die beiden Gleis- Abh 7 


4” 








rn in ng 












en ne marine nn en ng ar 
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richtungen miteinander bilden. Dieser Kreisbogen ist nun zu ersetzen durch ein aus 
höchstens drei Teilen bestehendes Kurvenstück, nämlich dem Uebergangsbogen OA’, einem 
möglicherweise einzuschaltenden Kreisstück A’ PD’ von gegebenem Radius R und einem zu 
OA spiegelbildlichen, in B' ansetzenden Uebergangsbogen. Die gesamte Anordnung ist sym- 
metrisch zur lHalbierungslinie des Winkels 2y. Es handelt sich daram, erstens die Lage 
des Anfangspunktes O0 des Uebergangsbogens, zweitens die des Mittelpunktes des Kreis- 
bogens AB anzugeben. 

Es sei @ der Tangentenwinkel des Uebergangsbogens in seinem Endpunkte 4, 
dann ist dies nach den Eigenschaften einer Uebergangskurve auch der Winkel der Kreis- 
tangente in A mit der Abszissenachse. Die Koordinaten von A’ bezogen auf O seien 
Am Ym, sie lassen sich aus den oben gegebenen Angaben nach den Formeln (6) 
zahlenmäßig berechnen. Ferner sei € der Mittelpunkt des Kreises AB und C’ der 
Mittelpunkt des Bogens A’B'; der Abstand € C' werde mit © bezeichnet. Projiziert man 
nun die Figur auf eine zur x-Achse senkrechte Richtung, so findet man sofort 

0c8Y+R= Yn+ Rcos 9, 
und durch Projektion auf die x&-Achse selbst 
0OA—Ösiny= X„—Rsin ©. 
Hieraus ergibt sich zunächst 
FRE iu... Seh. AR | EEE 
Sun, 
wodurch die Lage des I\reismittelpunktes (’ auf der Winkelhalbierenden bestimmt ist, 
und weiter 
OA=X„—Rsin 9 + Ösin} ee el er re NE 
wodurch der Änfangspunkt © des Uebergangsbogens festgelegt werden kann. Es ist klar, 
daß Ö auch die Strecke bedeutet, um die der Kreisbogen aus der ursprünglichen L.age 
in das Innere des Gleiswinkels verschoben werden muß, damit ein Uebergangsbogen ein 
reschaltet werden kann. Bezeichnet man den Zentriwinkel des Kreisbogens A’B’' mit 28, 
so ist e=Y— 9. 


Daher muß © <y sein, wenn es überhaupt möglich sein soll, einen Uebergangs- 
bogen der oben aufgeführten Kigenschaften einzuschalten. Nun ist nach (10) 
E S 
(-) == IN Serre- 
2 2R 
durch die Länge des Uebergangsbogens, und diese wiederum durch den mittleren oder 
den größten Anstieg der überhöbten Schiene bestimmt. 


Man hat daher S<2YyKR, 


d. h. jeder der beiden Uebergangsbögen darf höchstens gleich der Länge des Kreisbogens 
der ursprünglichen Linienführung sein. 

Wenn im besonderen & den Wert Null hat, also 9 — y ist, so fallen die beiden 
Punkte A’ und B’ aufeinander, d.h. die ganze Gleiskurve besteht aus zwei aneinander 
gesetzten Uebergangsbögen. In diesem Falle hat ö den größten Wert erreicht. 


6. Beispiele. Bei den iolgenden drei Beispielen ist die Spurweite = — 1,50 ın, 
die zulässige Höchsteeschwindigkeit VY = 60 km/st, der Radius im Kreisbogen bezw. der 
kleinste Krümmungsradius A = 350 m, die Höhe des Schwerpunktes auf gerader Strecke 


H — 1,s0m. Der Bogen soll zwei zueinander senkrechte Strecken verbinden, also 
= 45°, 

Das erste Beispiel gibt die Bestimmung des llebergangsbogens, wenn der größte 
Anstieg der äußeren Schiene 1:» — 1:300 gegeben ist; das zweite Beispiel unter sonst 
gleichen Bedingungen, wenn 1:n = 1:600 ist. 

Beim dritten Beispiel wird unter denselben, Bedingungen wie oben verlangt, die 
beiden zueinander senkrechten Strecken durch zwei aneinander gesetzte llebergangsbögen 
zu verbinden, ohne daß ein Kreisbogen zwischengeschaltet wird. 

Für alle drei Beispiele ist ferner nach (14) und (15) 





1 V‘ az 1.5 +: 3600 ’ u 
nz R H — 350 — — - -— 349,855 m, 
I\ 127 R 127 :-350 
16 (4) w = 1.5 . 
und nach (4 Oi or on 42.520. 





-_ 
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Beispiel l. 
Größter Anstieg: 1:rn = 1:300, mittlerer Anstieg 4 = — —= 1:565, die Länge 


15 n 
15 + 42,52 - 300 


68,364 m- nach (11). lerner 
8 + 349,355 


15 m 
des Uebergangsbogens 5 = - CKn= 
. S 






































) 
". VER SK= a 0,09771 = 5°35' 53” nach (10). 
2 2 » 349,859 
SE - ”0.in = u 8 „9 Koordinaten Koordinaten | ® Be 
“A oo u -.@ N 0 m —e—GR . 2 = 5.5 
552 ES „lZ2 EZ 8la@. 5 5]| des Schwer- der Schienen- | = 2 € 
a Kr = 258 2äe = < E B = punktes im za | vum | eu mitte im 7% 
sa; 18”21523 Z “un@r Grundriß Grundriß o"% 
E58 I|ssale sRlars28 55 
“s3 197158 A Y zn m |P=Z 
0 0 0 0 00 0 0 0 0 1.300 0 0 1.800 
0,17 0,v00024 | 0 g’ 6,835 0 (0 0,001 1.800 6.8536 0,0011 1.500 
0.210.000166 7 > 2’ 6" 113,672 | 0,002 0 0,008 11,800 113.672 -0,006] 1,803 
0.53 10,000466 20 10 9’ 10” 120,508 | 0,012 0 0,024 1.300 120,508 —0,012] 1.810 
0,41 0,000907 39 20 25’ 6” | 27,726 | 0,044 0 0,046 | 1,799 127,726 —0,002] 1,319 
0,510,001429 61 30 52'2s’” 134,182 | 0,119 | 0,001 | 0,073 | 1,799 [34,183 0,046| 1,829 
0,6 1 0,001951 83 11 1° 32’ 18” 141,016 | 0,267 | 0,003 | 0,099 | 1,797 141,019 0,168] 1.838 
0,71 0,002392 | 102 51 20 23’ 32” | 47,850 | 0,494 | 0,005 | 0,122 | 1,796 |47,855 0,372] 1,847 
0,5 10,002693 114 57 30 23'538” | 54,676 | 0,838 | 0,008 | 0,137 | 1,795 [54,684 0,701| 1,852 
0,910,0028531 | 120 60 4° 28’ 54” | 61,496 | 1,306 | 0,011 | 0,144 | 1,794 161,507 1,162] 1,854 
| 0.002859 122 61 5035'53' 168,307 | 1,907 | 0,014 | 0.145 ! 1,794 !68,321 1.762 1,855 
Im \ mınmn mm 11 rn 11) In rl ın ! 11 


Die Strecke, um die der Kreisbogen aus der ursprünglichen Lage in das Innere 
des Gleiswinkels verschoben werden muß, wenn beiderseits die errechneten Uebergangs 
bögen eingefügt werden, ist nach (23) 

! Ym — R(L—cos 9) 1,762 — 350 (1 — 0,99522) 
Ö— —= 0,126 m 
COß } 0,70711 

Entfernung des Ansatzpunktes des Uebergangsbogens vom ursprünglichen Ansatz 

punkt des Kreisbogens nach (24) 


OA= X„— Rsin®) + Öösiny = 68,321 — 34,142 + 0,089 — 34,268 m. 


beispiel 2. 


Größter Anstieg: 1: 1:600, mittlerer Anstieg / 1:1120, Länge des 
II n 
: ’ 15 : 42,52 + 600 ee 136,728 . 
Uebergangsbogens . = 136,723m und 9 — —= 0,19542 
8: 349,855 2 349,855 


11°17'47". Da 4, Z, z. und z unabhängig von n sind, so ergeben sich dieselben 
Werte wie im Beispiel 1. 








Dunn nn m | on —_— 




















Neigungswinkel Koordinaten des Koordinaten der 
der Targente an Schwerpunktes im Schienenmitte im 
, die Schwer- Grundriß u le YTYm Grundriß 
punktsbahn 9 ö B; i 
| 
0 u" 0 0 | 0 0 0 0 
0,1 16 13.673 0) N 0,001 13.673 0.001 
0,2 Pi 27,346 0.007 0 0,008 37.346 0.001 
0.3 18’ 20" 1,019 0,046 0 0.024 1,019 0,022 
0,4 50'112” 54,690 0,176 0,001 0,046 54,691 0,130 
0,5 10 44’ 56" 68,360 0,477 0,002 0.073 68.362 0.404 
0,6 30 4'396" 82,022 1.044 0.006 0,099 82,028 0,945 
0,7 10 47’ 4" »5,562 1,975 0,010 0,122 95.572 1.853 
0,8 60 47'116 109,265 3,350 0,016 0,136 109,281 39214 
0,9 s0 57’ 44" 122,669 5,219 0,022 0,143 22,691 5,076 
1 110 11’ 47" 136,394 7,612 0,028 0,143 136,122 7,469 
m Ill m In m m 
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ist OA = 136,422 — 07,962 


und 2 zz = 


Zeitschrift 


Die Verschiebung des Kreisbogens beträgt | — 


Es ist y 


SB 1 


Idn 


ge V,509 _— 


—o 


für angewandte 


Mathematik 


69,265 m. 


Beispiel 3. 


und 


71469—350- 


0,70711 


Neehanık 


0,01904 


= |, 


—= 1,57080 - 349,855 = 549,552 m, n = 


Band 2 


- 


139 m, ferner 


I Ss 


. — 2412 
ID CK 


Die Werte %k, Z, z„. und z sind dieselben wie im Beispiel 1. 




















Neigungswinkel Koordinaten der Koordinaten der 
der Tangente an Schwerpunktsbahn im | Sehienenmitte im 
f der Schwer Grundriß u 9 Grundr:ß 
punktsbahn 
% L m YUm 
0 0" v 0 0 0 0 0 
0.1 43” 54,955 0 0 0,001 54,955 — 0,001 
0,2 16 46’ 109,910 0,110 0 0,008 109,910 + 0.102 
0,3 10 13’ 56 164,86 0,758 0,001 0,024 164,861 0,734 
0,4 93,59 210,77 2,858 0,003 0,046 219,773 2,812 
0,5 Fe 274,51 7,705 0,009 0,072 274,519 7.635 
0,6 129 21’ 52” 328,67 16,521 0,021 0,097 328,691 16,724 
0,7 190 13’ 56 381,56 31.670 0,040 0,115 381,600 31,555 
0.8 270 16’ 46" 432,02 53,279 0,063 0,122 132,085 993,157 
0,9 36° 112" 178,79 82,024 0,085 0.117 478,575 81,007 
N 45" 520,54 117.730 0.103 0,103 520,645 117,627 
m m m m m m 
. Y * r D .. N 117.627 102,510 ‘ ”( 
Die Verschiebung des Kreisbogens beträgt 0 = = 21,379 m, ferner 
0,70711 
ist A = 520,643 — 247,480 15,117 = 288,270 m. 
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7. Auftreten einer Ausbuchtung nach außen. Aus den Formeln (5) geht 
die merkwürdige l’olgerung hervor, daß „ auch negative Werte annehmen kann, d.h., 
daß die Gleismitte eine Ausbuchtung nach dem Aeußeren des Uebergangs- 
bogens aufweist, wie in Abb. (3) angedeutet ist. Die Beispiele lassen dies auch deut- 
lich erkennen. Auf den ersten Blick mag diese auffallende Tatsache der Anschauung zu 
widersprechen scheinen. N\lan muß aber beachten, daß einerseits durch die sogleich an 
die gerade Strecke allmählich ansetzende Ueberhöhung der Schwerpunkt nach innen 
kippt, andrerseits die Bahn des Schwerpunkts im Grundriß die gerade Strecke von zweiter 
Ordnung berühren soll. Diese beiden Bedingungen sind eben nur verträglich, wenn 
gleich zu Beginn des Bogens die Gleisführung schwach nach außen gebogen wird. 

Uebrigens ist diese Ausbuchtung in den praktisch vorkommenden Fällen nur sehr 
klein. Um über ihre Größe einen Aufschluß zu erlangen, nehme man U so klein an, 
daß cosY—=|1, sin" 0 gesetzt werden darf, und benutze die zweite Formel (14). 

Dann liefert die zweite Formel (21) mit Rücksicht auf (1) und ($) 


HKOF AT > — 15 
Y: p (6° ie 0") (10 6°— 150° +60 )| 


w | 


worin ws 
ve 
3 CH 
bedeutet. Es werde nun der Wert von © ermittelt, für den Y. am größten wird. Aus 
A yın 


0 Tolgt 
do = 4 \ ’ { 

p\v0- 60 > 20°’) = 30 0°—600” + 300", 
oder da der Wert © = 0 hier nicht in Frage kommt, 

(1 a* r 
d == 30 — | | 5 5 Alt 
0o°(5—60 + 20°) 

der Nenner verschwindet für keinen reellen Wert © 0. Die in dieser Gleichung aus- 
gedrückte Beziehung zwischen © und p ist in der Zahlentafel V für 0 <o<1 zahlen- 


mäßig dargestellt. Um nun den praktisch größtmöglichen Wert von — y„ zu ermitteln, 
r r BR . . 
beachte man zunächst, daß wegen S sich » in der Form 
; Ä 
Bi” u: 
) . . . . . L3D) 
! 24/ 


schreiben läßt, daher wird der Faktor auf der rechten Seite von y,: 


IRC nc, V2pH 
—_— Pi i 
uU tu! | wm! 
also wegen (4 | 
IN d IV) 
4 u U 127 


mithin wird der größte Wert von Y,. ausgedrückt durch 





2 U’aVÄA ” 
u = ın (6) (27), 700) 
wo 
u ] 
v(0) = '»|» (° —(0°’+ - ') = 1109 - 150° +4 600°) | 
sesetzt worden ist, und man sich darin den Ausdruck (25) für p 
eingesetzt denken muß. Uebrigens folgt aus (9) 
, 2/,.H 
0%=SKoy(o) = py(°). 06. ABB 
iu 
Die vorstehenden l’ormeln erlauben, für jeden Ueber- Abb. 


gangsbogen, für den die Stücke 4, 4, H, w, V gegeben sind, 
zunächst p nach (26) zu berechnen, alsdann nach der Zahlentafel V (vergl. Abb. 8) die 
zugehörigen Werte von 0, w(o), pp(c) und damit y,* und V zu bestimmen. 

Der praktisch größtmögliche Wert von Ym ergibt sich jetzt durch folgende 
Ueberlegungen. Man hat in der Formel (27) für H, V, A und (6) möglichst große 
Werte, für = einen möglichst kleinen zu nehmen. Für Vollbahnen käme « l,ö m, 
IT—=°?m, V”= 115 km/st, A—= 1:300 in Frage; für Nebenbahnen ı- = 0,75, H= ?m, 























.) 
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Zahlentaiel V. 











0 p — 1 (0) py (6) 
v % 0 v 

0,1 949,8 0,0853 0,1210 
0,2 129,7 0,2848 0,3835 
0.3 18.52 0,5290 0,6615 
0,4 23,12 0,7900 0,8642 
0,5 12.00 0,9807 0.0574 
0,6 6,280 1,109 0.8640 
0,7 3,006 1,070 0,6616 
0.2 1.2673 0,8815 0.3840 
0,9 0,304 0,9158 0,1562 
l Q 0 () 

V == 50 km/st, A = 1:200. Der größte Wert von ın(o) ist 1,11 und von pg (6) 0,04. 


Daraus ergibt sich 
für Vollbahnen Yu" —0,1m; für Nebenbahnen Yın“ — 0,01 m. 
Die Werte werden praktisch kaum erreicht werden. In den meisten Fällen wird 
es daher genügen, von der Ausbuchtung ganz abzusehen und sie durch die gerade 
Streckenführung zu ersetzen, natürlich mit Berücksichtigung der Schienenüberhöhung. 


Die größten hier sich ergebenden Werte von ÖV sind für die beiden Fälle < 30’ 
und < 1°30' lieren also in dem Gebiet, für das die Annahme sind=d, cost —=ı 


erlaubt ist. 

8. Anhang. Es soll hier die oben benutzte Beziehung abgeleitet werden, die 
besteht zwischen der (ersten) Krümmung einer Raumkurve, der Krümmung ihrer Pro- 
iektion auf eine Ebene, der Krümmung ihres durch den projizierenden Zylinder be- 
stimmten Längenprofils und dem Neigungswinkel zwischen diesem Längenprofil und der 
Basis des Zylinders. 

Es sei P* mit den Koordinaten (x, y, z) ein Punkt der betrachteten Raumkurve, 
P seine Proiektion auf die xy-Ebene. Das (uadrat des Bogenelements für die Raum- 
kurve ist dl = dx‘ - dy‘ dz a a ar 
und für ihre Projektion auf die xy-Ebene 

ds —o dx i dy . . . ° : ° ; 5 (30), 
so dab d=d’ rd... . 37 2 

Die (erste) Krümmung X" der Raumkurve und die Krümmung % der Projektion 

sind gegeben durch 


; d’x\‘ d’y\? d’z\° d’a\? , fary\? 
äh F :) + Fi r =) I = E= 3) 5 31 


d d. d l d‘r d = ' cd l re N d u dd si * ) [- ’ 
dal a! "ds Aal? Be ds dl "ds Asar ıs ds® ö ds F 


Nun ist 


Entsprechende Formeln gelten für die Differentialquotienten von y und z. Daher wird 


Alu\ Br dal\? . dra\\ ’ dal a’l/drd’x | dyd‘: ; dzd’z a-I\° ds,“ 
| h : | 3 (% + | 3) ) . ds x Fr ds“ dgd £* dsds | 63) (1 z Fa ) 


d 5 (li 
Aber aus (29) lolgt durch Differentiation 
dl dr! dx da dyd’y dzd’z 
n = +0, 
sds ds ds ds ds ds «ls 
1 « »: 
und aus (30) dxzd’“x dyd’y 
1 ge - t- 7 
as d u dsds“® 


Daher wird, wenn man noch (30) berücksichtigt, 


ei 


oder 
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Denkt man sich den projizierenden Zylinder aufgewickelt, so daß seine Basis in 
eine Gerade übergeht, und ist & der Neigungswinkel des so entstehenden Längenproiils 
seren diese Gerade, % seine Krümmung, so ist 


oO. 
ds = d? 
cos =—, k = c0s’eE —. ; 
al ds‘ 
also folgt aus der vorhergehenden Formel 
Ka r  + .: . ee, 


Aus dieser auch sonst bemerkenswerten Gleichung ergibt sich, daß, wenn erstens 
der Anstieg & des Längenprofils gegen die Grundebene genügend klein, und zweitens 
das Läängenprofil genügend flach, d.h. seine Krümmung %k genügend klein ist, 

KERN ER 
resetzt werden kann, Wegen 


En ne 2(7) + 
u (2) (: ih - - Digi, 
ds d$, 


E d-2\2 
k’— ( ;) COS’E 
ds“, 


> . De i d2\- d* 
ist das gewiß zulässig, falls ( ) und ( 


4 für die Rechnung nicht mehr in Frage 


ds“ 
kommen. Das triiit bei den praktisch vorkommenden Uebergangsbögen stets zu, und 
damit ist die in 2 gemachte Annahme begründet. 


9. Literatur und kritische Bemerkungen. Von der vorliegenden sehr zahlreichen 
Literatur kommt für die im vorstehenden erörterten Fragen wohl nur die lesenswerte 
Arbeit!) von K. Watorek, Uebergangsbogen, Organ für die Fortschritte des Eisenbahn- 
wesens 1907, 8. 186 und 205, in Betracht. Der Verfasser beschränkt sich zwar auch auf 
die erste Annäherung, bei der die Bogenlänge s durch die Abszisse & ersetzt wird, und 
verschließt sich daher von vornherein die Möglichkeit, den Uebergangsbogen beliebig 
weit zu konstruieren; aber hiervon abgesehen, wählt er für die Veränderung der Krüm- 
mung % der Projektion der Schwerpunktsbahn längs der Kurve ganz richtig ebenfalls 
eine Funktion fünften Grades, wie sie hier benutzt worden ist. Auffallenderweise setzt 
er jedoch die Ueberhöhung der äußeren Schiene proportional der Krümmung der Schienen 
mitte statt der Krümmung der Schwerpunktsbahn (vergl. die Formel (4) in 3) und wird 
dadurch gezwungen, zwischen einer »wirklichen« und einer »theoretisch nötigen« Ueber 
höhung zu unterscheiden. Den Unterschied sucht er möglichst klein zu halten, indem er 
einem gegebenen Radius des Kreisbogens eine bestimmte Steigung des UVebergangsbogens 
zuordnet. Die Notwendigkeit und der Zweck dieser Betrachtung ist uns nicht verständ 
lich geworden; bei einer richtig angesetzten Beziehung zwischen Ueberhöhung und 
Krümmung hat man dazu keine Veranlassung. 

In der vor kurzem erschienenen Schrift von R. Petersen, die Gestaltung der 
Bogen im Eisenbahngleise, Berlin und Wiesbaden, €. W. Kreidel, 1920, in der eine Reihe 
praktischer Erfahrungen verwertet worden sind, weist der Verfasser mit Recht darauf 
hin, daß die bisher gebauten Uebergangsbögen zu kurz seien, um einen genügend 
saniten Anstieg der äußeren Schiene zu gewährleisten. Er fordert auf Grund von Beobach- 
tungen, daß die Länge des Uebergangsbogens in Metern mindestens so groß sein soll, 
als die Fahrgeschwindigkeit in km/st angibt. Diese Forderung zeigt aufs deutlichste, dab 
sich die bisherige, die Rechnung vereinfachende Annahme, man könnte die Bogenlänge 
durch die Abszisse ersetzen, nicht mehr aufrecht erhalten läßt. Petersen empfiehlt nun, 
‚Richtungswechsel bis 48° aus kubischen Parabeln zu formen, dann erst Kreisbögen 
einzufügen«, und um den Anschluß der kubischen Parabel an den Kreisbogen zu ge- 
winnen, bestimmt er ihre Konstante so, daß im Anschlußpunkte der Krümmungsradius der 
kubischen Parabel gleich dem Radius des Kreisbogens wird. Hiergegen kann man geltend 
machen, daß,die kubische Parabel überhaupt nur soweit eine angenäherte l.ösung des Pro- 
blems darstellt, als ihr Bogen flach genug bleibt, daß die Bogenlänge durch die Abszisse 
ersetzt werden kann. Wie weit das erlaubt ist innerhalb der zulässigen (‚renzen, hatsc hon 
Helmert, Die Uebergangskurven für Eisenbahngleise, Aachen 1872, 8. 12, angegeben. 
Darüber hinaus ist die kubische Parabel auch als Näherungslösung nicht mehr zu benutzen. 


- 


Charlottenburg, Juni 1921, > 


') Den Hinweis auf diese Literaturstelle verdarken wir Hrr. Ü. Dolezalek. 


mn 


az 


en > 
u Inge 


u 
u: Pe 














X /eitsehrift Flır anvewnanedto Mathemnmtik und Mechanik Band 2 


ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Die numerische Bearbeitung 


von partiellen Differentialgleichungen in der Technik. 
Von H. HENCKY in Dresden. 


it dem Ausbau der Festigkeitslehre und überhaupt der technischen Physik hat sich 

der für die Technik in Betracht kommende mathematische Problemkreis wesentlich 

erweitert. Es sind vor allem die sogenannten Randwertprobleme, die be- 
sondere Bedeutung für die Technik erlangt haben. Naturgemäß hat man zunächst das 
wissenschaftliche Rüstzeug zur Bewältigung dieser Aufgaben der klassischen Theorie der 
Diiferentialgleichungen zu entnehmen versucht. Dabei zeigte sich indessen bald, daß die 
bisherigen Methoden nicht ausreichen, um die l,ösung eines Randwertproblems unter allen 
Umständen zu erzwingen. Dies liegt an zwei Umständen. Die in der Technik vorkom- 
menden Randbedingungen nehmen wenig Rücksicht auf unsere analytischen Ausdrucks 
mittel. Betrachten wir ein Beispiel aus der Theorie der Wärmeleitung: Gegeben sei an 
einer Oberfläche innerhalb einer geschlossenen Kurve etwa die Temperatur, außerhalb 
dieser Kurve aber der Temperaturgradient oder eine Beziehung, die den Gradienten 
enthält. Dann führt die Lösung auf eine Integralgleichung, die nur in seltenen speziellen 
Fällen eine Lösung in geschlossener Form oder durch explieite angebbare Reihenentwick- 
lung gestattet. Wir sind also hinsichtlich der Randbedingungen schon beschränkt in 
unseren Möglichkeiten, sobald wir an den klassischen Hilfsmitteln, geschlossenen Lösungen, 
keihenentwicklungen usf. festhalten. 

Äber auch die Darstellung der Funktionen selbst stößt oft auf unüberwindliche 
Schwierigkeiten. Bekanntlich ist ein Haupthilfsmittel in der Theorie der partiellen Difie- 
rentialgleichungen die Darstellung durch Fouriersche Reihen. Aber viele Randwert- 
probleme führen auf Funktionen, die den Stetigkeitsbedingungen einer Fourier- 
Entwicklung nicht genügen. Daß es sich dabei durchaus nicht um phvsikalisch bedeu 
tungslose Funktionen handelt, dafür liefert ein klassisches Beispiel die »schleichende 
bewerung einer zähen Flüssigkeit um einen Zylinder im unbegrenzten Strom. Nehmen 


>» 

c)4 ey® . ‘ . 

wir das Zeichen .J für die Diiferentialinvariante „+. ,, 50 gehorcht die Stromfunk 
En Iy 

tion ?" der biharmonischen Diiferentialgleichung / /W=0. Die kandbedingungen am 

en nu -. aE Oy 

Zylinder schreiben sich in ebenen Polarkoordinaten — () und =— entsprechend 

Jr WU 


der Bedingung, daß am Umfang des Zylinders die Flüssigkeit keine Geschwindigkeit hat. 
Im Unendlichen wird w= Ursind. (U Geschwindigkeit des ungestörten Stromes.) Nach 
einer von Rayleigh zuerst angegebenen Analogie‘) können wir die Siromfunktion als 
Ordinate einer dünnen Platte auffassen, die im unendlich lernen entsprechend I =//rsinv 
gestaltet und mit einem starren, eben aufgesetzten Zylinder jest verbunden ist. 
Biegt man die Zvlinderachse ein wenig quer zur Stromrichtung heraus, bis die 
Randbedingungen erfüllt sind, so hat man in der elastischen Fläche der ver- 
bogenen Platte ein genaues Modell der Stromfunktion. Da eine ebene Platte unter 
allen Umständen diese Verbiegung ausführen kann, muß es auch eine entsprechende 


7 / 
Funktion w=-/(r, 0) geben. Setzt man aber I%,(r) sinn", so zeigt sich, daß sich die 
N | 
kandbedingungen nicht beiriedigen lassen. Bekanntlich hat Stokes aus diesem 
Grunde diese stationäre Bewegung für unmöglich gehalten. Aehnliche Beispiele ließen 
sich aus der Theorie der Wärmeleitung anführen, wo häufig in analoger Weise die 
Zerlegung in Besselsche Funktionen vorgenommen wird. Versagen so schon bei linearen 
Randwertproblemen die bekannten Methoden, so ist das in noch höherem Maße bei nicht- 


linearen Randwertaufgaben der Fall. 


) Rayleigh, Seientifie papers Bd. IV. On the flow of viscous liquids, especially in two 
dimensions, 8. 75-89) 
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1. Das Verfahren der Differenzengleichung. Eine für die Technik und über- 
haupt für den praktischen hkechner geeignete \ethode muß in Ilinsicht auf Denkökonomie 
den weitgehendsten Anforderungen gerecht werden. Ein Verfahren, das in diesem Sinne 
an Brauchbarkeit kaum etwas zu wünschen übrig läßt, ist die in den letzten Jahren mehr 
und mehr zur Geltung kommende Methode des Ueberganges von Differential- zu 
Differenzenzengleichungen. Daß man auf diesem Wege im allgemeinen Ergebnisse 
von hinreichender Genauigkeit erhält, liegt daran, daß schon bei verhältnismäßig „roßen 
Diifeıienzen sich der Differentialquotient nur unwesentlich vom Dilierenzenquotienten unter- 
scheidet. Man kann sagen, daß sich die durch die Differenzengleichungen und die ebenfalls 
in Differenzenform geschriebenen Randbedingungen definierte Funktion zur Lösung der 
Diiferentialgleichung so verhält, wie das Bild einer camera obscura zu dem Bild, das 
eine photographische Linse entwirft. Es verschwinden zwar die scharfen Konturen, aber 
die wesentlichen Umrisse bleiben erhalten. Allerdings darf man in der Nähe einer sin- 
gulären Stelle bei Anwendung endlicher Differenzen nicht ein quantitativ bis auf wenige 
vH richtiges Resultat erwarten. In vielen Fällen kommt übrigens die Störung durch eine 
singuläre Stelle nicht zur Geltung. So erhält man z.B. bei einer unendlich langen durch 


eine Einzellast 7 in der Mitte beanspruchten Platte nach der genauen l,ösung'') 
. . Pa® . AT: a 
die Durchbiegung z 0,0169, mittels des Differenzenverlahrens ( Iıc=-Jy= aber 


> 1” 


E 0,0197, also einen Fehler von 15 vH, trotzdem die nach der genauen Theorie un 
endlich große Momentensumme an der belasteten Stelle beim Differenzenverfahren durch 
einen endlichen Wert ersetzt ist, so daß man eigentlich eine zu kleine Durchbiegung 
erwarten könnte. 

Ein Hauptvorzug des Rechnens mit endlichen Diiierenzen vor dem analytischen 
Verfahren liegt darin, daß beim letzteren zwar die Funktion selbst möglichst genau dar- 
gestellt wird, aber nicht immer zugleich ihre Ableitung gewonnen wird. Beim Differenzen- 
verfahren erstreckt sich dagegen die Näherung in der Regel auf die Funktion und auf 
ihre Ableitungen, ein Umstand, der gelegentlich von großer Bedeutung werden kann. 
Während eine Lösung in Form einer keihenentwicklung *) durch Differentiation ihre Kon- 
vergenz manchmal verliert, so daß zum Beispiel bei Verwendung einer Spannungsfunktion 
die Spannungen sich sehr schlecht oder gar nicht berechnen lassen, liefert das Differenzen- 
verfahren in vielen Fällen die Spannungen mit größerer Genauigkeit als die Funktion, 
deren \bleitungen die Spannungen ergeben. 

Die bekannten zeichnerischen Verfahren zur Integration gewöhnlicher Diileren 
tialgleiehungen stützen sich zum Teil auf das Rechnen mit endlichen Differenzen. Hier 
ist eine Reihe wichtiger und praktisch brauchbarer Methoden ') gefunden worden, so daß 
es uns heute wohl in allen Fällen möglich ist. für eine gewöhnliche Differentialgleichung 
eine numerische Lösung zu erzwingen. Merkwürdigerweise hat man lange gezöger!, 
dieses fruchtbare Verfahren. in systematischer Weise auf die partiellen Differential- 
gleichungen auszudebnen. Den Avfang in der Elastizitätstheorie hat wohl Runge 
gemacht mit einer Behandlung des Torsionproblems. In der Ilydrodynamik haben sich 
besonders englische Forscher‘) zuerst dieses Verfahrens bedient. Die große Anzahl der 
Unbekannten bei mehrdimensionalen Problemen hat abschreckend gewirkt und die rasche 
Entwieklung und Ingebrauchnahme der Methode etwas verzögert. In der Tat ist zur 
praktischen Anwendung noch ein weiterer Schritt nötig, und dies ist die Uebertragung 
des im Bauwesen längst gebräuchlichen Verfahrens der Kinflußlinien oder wenn man 
will, die Konstruktion Greenscher Funktionen in Diiierenzenform ’). 


2. Beispiel der elastischen Platte. Zunächst wollen wir auseinandersetzen, in 
welcher Weise die Uebersetzung der Randbedingungen in die Differenzensprache erfolgen 
ınuß. Als Beispiel betrachten wir einen beiderseits eingespannten, gleichmäßig belasteten 
Balken und behandeln dieses Problem mit dem einfachsten Integrationsmechanismus, dem 
Seilpolygon. 

') Vergl. Nädai, Der Bauinzenieur 1921, S. 299, Formel 1. 

-) Es ist dabei an Fouriersche oder nach der Ritzschen Meihode gewonnene Reihen gedacht. 

9) Verzl. hierzu die Artikel in der Eneykl. der ınath. Wiss,, R. Mehmke, Numerisches Rechnen, 
sowie Runge und Willers, Numerische und graphische Integration. 

») Riehardson, Phil. Mag. 1908, 6 serie, vol XII. 

') Verel. etwa P., Funk, Die linearen Differenzengleiehungen. Berlin, Springer 1020, 8. 35 ff 
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Die erste Differenz für einen Punkt » definieren wir durch die Formel 


en et 
——z A u « Er & T Aa 2 2 
! \Z, 2 rt die zweite Differenz wird 
i_- Pr | (JS’2\) = 2% ı 2 ut Zu+1: 
\hb. 1 Ist (Abb. 1) die Ordinate = 0, 2zı die Ordinate 


im Abstand , 2» die Ordinate im Abstand 2 h. so können 
wir nach dem Tavlorschen Satz entwickeln und bekommen 


A (9: 4 (09: 3 (0° 2 
ia ren wen 
1! 7) y4 bo 3 4! Or? 


J 0 e ur 0 ip 0 


mit Vernachlässigung des höheren Gliedes. Bei Einspannung ist nur — = U zu setzen 


()Vv 
Die Diiferentialquotienten — und „ ersetzt man durch die entsprechenden Differenzen- 
()y* e)y>2 
. : 0, % R | Bi. 5 } i 
«uotienten, wodurch man die einfache Formel 2 = — (JS’z) - z (J/’z), erhält. Bei Be 
+ 


schränkung auf das erste Glied wird 





Bei Berücksichtigung des zweiten Gliedes erhält man nach einfacher Umformung 


1 . RA. 
.ı = (. 1?z), + 4: z)ı. 
3 a 6 
Die Differentialgleichungen des Problems 
d?M d? 2 N); 
n P; = 
dv“ dv“ EJ 
chen über in die Diiferenzengleichungen y 
. M 4° 
IM=—p#, [2x 
E.J 
Als statisch unbestimmte Größe betrachten wir jetzt zweckmäßig die zweite Differenz 
’ br pl 
(.I°’z), und ermitteln mit >, I®z), nach einfacher Rechnune als Randmoment 
) 12,8 
’ pl | | , 
als Mittelmoment mitz=- (S’2) + (/“z), erhalten wir die schon genaueren 
21,3 > 6 


2 2 
y pi wi 5 x j pi pi r 
Werte und °  . Die genauen Werte sind bekanntlich „ und ‚. Man sieht, 


11,6 22.6 - _ 


welcher Verleinerune die Differenzenreehnung selbst bei ganz großen Differenzen 
(? ) fähig ist. Das Verfahren läßt sich natürlich auf mehrdimensionale Probleme 
| | 


ohne weiteres übertragen. 

ls ist das Verdienst von Mareus'), zuerst darauf hingewiesen zu haben, daß die 
elastische Membran das Analogon der Seilkurve ist und daß das elastische (rewebe, 
welches beim Uebergang zu endlichen Differenzen entsteht, zu allen Konstruktionen ver- 
wendbar ist, welche mit dem Seilpolygon möglich sind, also auch zur Berechnung von 
ebenen Vlatten, die ja das Gegenstück zum Balken bilden. Marcus hat auch gezeigt, 
daß dieses Verfahren auch auf krummlinrige, besser polygonale, Netze übertragen werden 
kann. Ebenso hat Marcus gezeigt, daß die Ördinaten des elastischen Gewebes bei 
gleicher Belastung verhältnismäßig unabhängige sind von der Maschenweite. Gerade 
dieser Umstand ist es, der das Verfahren zu einem der wirksamsten Hilfsmittel bei der 
Deiinition von Funktionen zu machen verspricht, die schwer zu lösenden Differential- 
gleichungen genügen. 

Von der größten Bedeutung ist es natürlich für die Anwendung, daß man die 
Ordinaten des Gewebes nach einem einfachen Verfahren ermitteln kann. Eine gerade 
zur Berechnung von Einflußgittern ausgezeichnete Methode hat Liebmann‘) angegeben. 


) Marcus, Armierter Beton 1919, S. 107 uw. £. Vgl. a. den Eericht von L. Föppl, diese 
Zeitschr. I, 1921, S. 466 bis 481. 
Liebmann, Sitzungsberichte der bayer. Akad, der Wissenschaften Math, phys. Klasse 1918, 


I. 385 416. 
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Wir verwenden am besten quadratische Maschen, weil mit ihnen die Differenzen- 


gleichungen einen besonders einfachen Charäkter annehmen. Ist JW = “ die Glei- HN 
H ji 
chung der Membran, so gilt für jeden Knotenpunkt des Gewebes die Difierenzen- I 
; w 72 
gleichune /.°W+A?’W= = oder (s. Abb. >) | 
| H, 
r r r r r aa " 
Wı— 2Wn + W + W.--2Wna + Wi = —- —, | 
H | 
.. 14 1 < 4 : AR 
d.h. für den belasteten Punkt WW, — i 12 + = , | 
ı 2 
»  » unbelasteten » Wın= ZW. 


l 


Daß dieses Gleichungssystem für das Verfahren der Iteration geradezu geschafien 
ist, bedarf keiner Erläuterung. Es läßt sich selbst dann anwenden, wenn unendlich viele 
Ördinaten zu bestimmen sind, sobald nur die Ordinaten monoton abnehmen, wie dies bei 
KEinflußgittern stets der Fall ist. 


Nach dem Maxwellschen Satz ist die Durchbiegung an einem |, _ T__, 
Punkt 2 infolge einer Last an einem gewissen anderen Punkt k | | | | 
ebenso groß wie die Durchbiegung am Punkt k, wenn die Last nach’ | I - Fa 


gebracht wird. Haben wir also die Durchbiegungen der Gitterpunkte | | 
für eine Last an einem bestimmten Punkt, so brauchen wir für | 
irgend eine beliebige Belastung nur die Lasten mit den zugehörigen ° | 
Ordinaten des Einflußgitters zu multiplizieren, um die Durchbiegung 
für den betrachteten Punkt zu finden. 

Wir wollen nun sehen, wie sich nach diesem Verfahren die Abb. 9 
serechnung einer z.B. allseitig eingespannten Platte gestaltet. 

Die Diiferentialgleichungen in der Marcusschen Zerlegung lauten: 


ns: 
nude 


M 
A: = + . AM —— P; 
N 
ve m?EJ : ’ 
wobei N = - .  M bedeutet die Summe der Momente nach zwei senkrechten Rich 


:. ; Damen 
tungen (bis auf einen konstanten Koeffizienten). 
Man rechnet zunächst die Durchbiegungen der freigelagerten Platte (Abb. 3), wobei 
wir die halbe Seite in 3 Teile einteilen wollen, durch zweimalige Anwendung des 
elastischen Gewebes. Sodann setzt man p—= 0 und wählt die Krümmungen an den 


) 
O0” 


Stellen a, b, c als statisch Unbestimmte, setzt der Reihe nach ( ,) — 1 für die Punkte 
( v” 


a,b, c und berechnet nach dem Liebmannschen Mittelwertverfahren das Einflußgitter. 
Die wirklichen Ordinaten ergeben sich durch Kombination aus den 4 Einflüssen p und 
a,b, c, die statisch Unbestimmten ergeben sich aus 
derselben Randbedingung, deren wir uns bereits 
beim eingespannten Balken bedient haben. 

Der große Wert des Einflußgitters zur Lösung 
von Differentialgleichungen tritt besonders hervor, 
wenn es sich um die Integration von nichtlinearen 
Differentialgleichungen handelt. Sowohl in der Elasti- 
zitätstheorie wie in der Hydrodynamik führen die 
höheren Annäherungen auf nichtlineare Differential- aH- 
gleichungen, so daß die Entwicklung von numeri- | | 
schen Methoden dafür eine der wichtigsten Aufgaben b | Se: | | b 
der praktischen Analysis darstellt. Wir wollen uns | | | 
hier auf zwei Beispiele beschränken, nämlich auf die | | 
Berechnung der freigelagerten rechteckigen Platten | 
mit großer Ausbiegung und auf die ebene Strömung | | 
reibender Flüssigkeiten. c b « 

Bezeichnen wir mit U die Spannungsfunktion Abb. 3 
so sind die Spannungsresultanten in einer Platte 
durch die Formeln gegeben 7 N Pr ara r "U 


‘ % 9) 
Iyr' Int 


77 db c 
Pr 
| | 





—ı 


—os 


> 
| 


—. / 


1 4A 














— 


Oeoy 

















Hr Zeitschrift für anzewandte Mathematik und Mechanik Band : 


Ist 
Fi or aLE u rdoy 
IE = (7 t T ‚r 2 T" - P 
()" Iy” ( p4 
so sind die simultanen Differentialgleichungen zu befriedigen. 
i ö “ O2)» { ı)2 n . 
NAde=p p; JAU= En _ [ ven 
Jet oOy \aoy 
Wegen 7, bezw. 7, = 7, = 0 an den Rändern muß sein 
ce) RA OU .. 
— (0 für 2 8 0 für y= +» 
da oIy e 


!/ ist also als Ordinate einer eingespannten Platte aufzufassen, wenn man die 
rechte Seite der obigen Gleichung als Belastung auffaßt. Wir rechnen nun die Einfluß- 
eitter für die freigelagerte wie für die eingespannte Platte in der beschriebenen Weise. 
Sodann nehmen wir einen Satz Ordinaten (bei quadratischer Platte kommen nur 6 in 

n a dl . . . . . 
rage bei ; = _) an und bestimmen die Gewichte x durch Differenzenbildung. Dadurch 


sind uns wieder die U-Werte gegeben und auch p’ können wir jetzt rechnen. Mittels 
des Einflußgitters für die freigelagerte Platte kommen wir nunmehr auf die anfänglich 
angenommenen Werte 2 zurück, welche jetzt verbessert werden. Die Konvergenz tritt 
natürlich erst ein, wenn man wenigstens die Amplitude ungefähr erraten hat. Die weitere 
Näherung geht aber dann schnell von statten. 


3. Beispiel der Strömung um ein Hindernis. Ein zweites Beispiel einer 
integerierbaren nichtlinearen Differentialgleichung liefert die ebene Strömung einer reiben- 
den Flüssigkeit um ein Hindernis. Wir wollen der löinfachheit halber annehmen, daß 
Reibung nur an dem Hindernis, aber nicht an den Seiten des Kanals stattfinde. Sind 
die Geschwindigkeiten 


u = R vo j 
Oy h re ’ 
so ist die Kontinuitätsgleichung befriedigt und wir erhalten als Difierentialgleichung für + 
die Stromfunktion ' 
VAwdAv 
) \ co) ()r Yy 
Jdv= Ä JS “10 
7 es c)a ap 
()r (y 
(# Reibung, 0 Dichte). + 
Die Wirbelstärke wird proportional dem Ausdruck Jw. Nach der von 


Rayleigh auseinandergesetzten bereits erwähnten Analogie kann man nun ?' als Ordinate 
einer gebogenen Platte auffassen. Die Wirbelstärke ist dann proportional der Momenten- 
summe, und der rechts in der Differentialgleichung auftretende Ausdruck entspricht der 
Plattenbelastung. Der Determinantenausdruck stellt seiner physikalischen Bedeutung nach 
die Wirkung der Trägheitskräfte des Flüssigkeitsteilchens vor. Illaben wir einen Kanal 














Fi ch 
ei 
ii 
hr 
hi 
ze . 
'y 
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von der Breite 2@ und setzen wir unter Beschränkung auf stationäre Bewegungen 
r y° .. . . . . . . . . 
= aU‘G, so können wir die Dimensionen mittels der Gleichungen & = aS, y = an in in 
. Uo R 
die Revnoldssche Zahl ?= = a konzentrieren und erhalten v 
4 
VJEOAE if 
_ - | e 
or (Ic ce) i 
Jä= HR 5 x 1 
UL Os u 
de c1Y 
Um die Genauigkeit des Differenzenverfahrens zu prüfen, habe ich zunächst die 


Rechnung für den Fall = 0 nach der Methode des Einflußgitters (vergl. die Tafel) 
durchgeführt und die Höhenschichtenkarte für Ü gezeichnet (Abb. 1). Es zeigte sich dabei, 


I 


daß die Stromlinien für die Differenzenlängen = und) = nicht zu unterschei- 
) 


den waren. Die Verteilung der Wirbelstärken ändert sich dagegen etwas, was mit der 
singulären Stelle am Ende des linienförmigen Hindernisses zusammenhängt. 


Entsprechend unserer Analogie verschwindet die Wirbelstärke an absolut glatten 











eeraden Ufern (Momentensumme bei der Platte); es entspricht also der !all 2 = 0 der 
Tafel der Einflußgitter für eine unendlich lange, auf zwei gegenüber 
liegenden Seiten freigelagerte Platte (D = J.? {+ 4,°d). 
I. Lösung der Differenzengleichung I:?P + 1,?P = 0 bei Unstetigkeit von J;”& an eineı 
bestimmten Stelle. 
Klastische Fläche des Gewebes bei Unstetigkeit in P in der #-Richtung >E. 
mm—m————l TI 
() () 0 () (0 0 0 0) 0) 0) 0 
+ 66,3 + 99,7 0 99,7 66,3 35,0 — -17,3 8,3 3,8 1.6 0,6 
+ 130,4 32,5 — 25 32,5 130,4 -56,6 25.8 Tre. 2,1 0,8 
+ 66.3 39,7 0 - 99,7 - 66,9 35,0 -17,3 8,5 3,8 - 1,6 0,8. 
} 0) 0 0 0 0 0 0 v 0 0 
0 0 u) 0 ) () 0 0) 0 ) 0) 
+ 6 + 32,5 0 - 32,5 - 29,4 18,7 10,7 5.4 2,7 1.3 -0,6 
66,4 + 99,7 0 99,7 66,4 39,2 17,4 8.4 4,1 1.9 0,8 
101,2 + 300,2 = > 300,2 101,2 38,2 15,6 6,8 3,1 1,4 0,6 
0 () () 0) | () () () 0) 0) () () 
Lösung der Difterenzgleiehung Az? + A,?° = ® für die obigen Unstetigkeiten, 
Elastische Fläche der Platte bei Umstetigkeit in .I:?£. 
0) () 0) 0 0 () 0) () () 0) 0) 
91,3 88,6 0 88,6 91,3 +66,8 42,4 -24,0 +13,7 1,2 +93.6 
143,7 -1693.3 0 163.9 +143,7 98,8 +61,2 9.4 +19,6 +10,4 Hn,2 
91.9 88,6 . 38,6 91,3 + 66,8 12,4 24,9 +13,7 + 7,2 3,6 
M 0 0 ) () 0 () [5 () 0 0) 
() 0 () () 0 0 () 0 () (0) () 
51.0 t2,8 0 42,8 + 51,0 +40,9 +27,7 16,7 9,5 + 5,1 + 2,7 
1.3 88.5 . 88.5 91.2 66.6 +42,4 24,9 13,9 + 7,5 +3,9 
| | | 
92,3 120.2 0 120,2 + 92.3 7,5 +33,5 18,7 +10,2 + 5,4 2,8 
) ı ) h } N 0) h 0 0 0) 
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2, Lösung der Vifferenzengleiehung Id,“ PD 5 I:p = + 1000 für einen bestimmten Punkt, = 0 für alle übrizen 


Klastische Flüche des Gewebes bei Punktbelastung. 


Punkte 

















() 0) 0 0) 0 0) 1) 0 (0 () 0 
8,7 145,2 88,7 15,8 22,4 10,73 5,12 2,43 1,16 0,556 0,267 
163,6 104,4 163,6 72,2 33,1 15,47 7,28 3,45 1,64 0,784 0,375 

3,7 145,2 38,7 15,8 22,4 10,75 9,12 2,43 1,16 0,556 -0,267 . 

() () () 0 () () () v) () 0) 

() 0 u 0) ‚) ) U v) () 0 0 

12.8 D 443 12,8 -35,.8 13,62 6,90 3.98 1.628 -(0).774 -0,368 0.335:, 

S8.1 -145,1 88,4 45.5 22.2 10.58 5.01 2.36 -1,105 -0.524 -(0,249 
120,2 46,6 120,2 -46,2 19,11 - 8,35 3,75 -1,716 -0.796 -0,373 2.377 . 

() 0) (0) 0) 0) 0) () () (0) 0 0) 

Lösung der Differenzenzleichung .I-?£ + B* „— $ für die obigen Belastungen, 
Klastische Fläche der Platte bei V’unktbelastung. 

) () (0 v) 0- 0) () ) v) () () 
loo,d 192,9 155,4 104,3 63.79 6,95 (),70 11,30 6,064 214 1.6589 
ı3n.n 15.5 235.5 152.0 01,29 2,01 9,31 159,99 8,576 1,548 1,385 
155,4 192,9 155,4 104.5 63,75 36,95 240,70 11,50 6.064 >,214 1,689 

0) 0) (0) () u 0 0 0 v) v) 0) 

() () () () ( () 0 () (Ü () 0 

| 

92.93 108.8 92.93 65.87 11,80 24,77 14.03 7.708 4.153 2,201 1,154 

154,3 191,9 154,9 103.3 623.03 36,40 20,29 11,05 5.914 3,124 1,635 
141,0 205,0 141.0 84,75 8.44 26,96 14,72 1.922 4,218 2,221 1,16 

() () () 0 ) v 0 () ) 0 


=), _— 0), während die 


ce)? 
[7 


sr IX 


O0 
Platte, die über dem Hindernis fest eingespannt ist | 
() 


Auflager einen um eine konstante Größe (proportional der Durchflußmenge) verschiedenen 
Niveauunterschied auiweisen. Unsere Methode des Einflußgitters erlaubt uns aber auch, 
diese Differentialgleichung für ein nicht verschwindendes /? numerisch zu integrieren, 
wobei allerdings die Einschränkung gemacht werden muß, daß bei der von uns gewählten 
Differenzenlänge mehr als ein qualitativ richtiges Stromlinienbild nicht erwartet 
werden darf. 

Wir gehen aus von der Grundlösung R= 0, die wir mit {o bezeichnen wollen. 
Die wirkliche l,ösung einschließlich der Wirkung der Trägheitskräfte setzen wir © +[, 
dann haben wir für © 


0A + No + FF) 
- 
ei O®# cir7 
id = BR 
m. ° u £ o; u 
OAkcso + n ) cn i - 
)2 I? 
Ds 


Jetzt betrachten wir {' als Ordinate einer Platte, die im unbelasteten Zustand eben 
und über dem Ilindernis eingespannt ist. Wir fangen auf der rechten Seite mit "= 0 
an und erhalten einen ersten Näherungswert C,', dann setzen wir rechts statt © den 
Wert {' und fahren so lange fort, bis die Konvergenz des Verfahrens zutage tritt'). 


Für kleine Werte von / wie 1,2 ist die Konvergenz ausgezeichnet. Ich habe die Rech- 


\ 
) 


Whitehead, Quarterly Journal of Mathematics 23, 1889, p 78, 145, 
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nung für k = 10 bis zum zweiten Glied einschließlich durchgeführt und das Stromlinien- 
bild der Abb. 5 erhalten. 

Jedes Glied der Reihe 
stellt eine elastische Fläche Pr re 7. 
dar und erfüllt alle Rand- — 98 
bedingungen. Sehr zweck- Ä | _ 
mäßig ist es, wenn man die | [ (79a ww 
rechts auftretende Plattenbe- a v 
lastung in einen symmetri- BZ | 
schen und antisymmetrischen | /9 
Teil zerlegt. Die Analogie | 
mit den sinus- und cosinus- _—— 98 
Wellen einer teigonomeirl- — ————— I nn nn __ 
schen Reihe tritt dann be- 
sonders schön hervor. 

Die Konvergenz dieser 
Reihenentwicklung hat natürlich mit der Differenzenmethode an sich nichts zu tun. Diese 
Art der Entwicklung wurde zuerst von Whitehead!) angewendet, um die Stokessche 
Strömung um die Kugel zu verbessern. Die Verwirklichung dieser Reihenentwicklung 
ohne das Differenzenverfahren auf analytischem Wege scheint allerdings kaum möglich 
zu sein. 

Abb. 5 zeigt auf der stromwärts liegenden Seite in sich zurückkehrende Strom- 
linien. Es entstehen zwei Strudel, welche beständig die gleichen Flüssigkeitsteilchen 
enthalten. Bei entsprechenden Störungen lösen sich diese Strudel los und es treten 
periodische Lösungen an die Stelle der stationären. Die Kärmänsche Wirbelstraße ist 
wahrscheinlich eine dieser perio lischen Strömungen. Man muß dabei allerdings bedenken, 
daß bei einer reibenden Flüssigkeit singuläre Stabwirbel im Sinne der klassischen Hydro- 
dvnamik unmöglich sind. Dementsprechend erstreckt sich die wirkliche Wirbelstraße 
nicht bis ins unendliche, sondern hört in einem Abstand hinter dem Hindernis allmählich 
auf, der eine Funktion der Reynoldsschen Zahl ist. 

Gehen wir über zu großen Werten von 7, so bedeutet dies geringe Steifigkeit 
der Platte. Da nun in der Nähe des Hindernisses (am Ende der Grenzschicht) sehr 
große Kräfte auftreten, so macht es nichts aus, ob wir die Platte über dem Hindernis 
als eingespannt oder als freigelagert ansehen. Wir erhalten so das merkwürdige Er- 
gebnis: Bei Flüssigkeiten mit kleiner Reibung darf man die Reibung wohl am Hindernis, 
nicbt aber in der Flüssigkeit vernachlässigen. Weder innerhalb noch außerhalb der 
(renzschicht hat die Strömung etwas mit der Potentialströmung zu tun. Dieses Ergebnis 
scheint auf den ersten Blick mit der Prandtischen Grenzschichtentheorie in Wider- 
spruch zu stehen, der aber leicht aufzulösen ist. Wie eine quadratische Gleichung im 
allgemeinen zwei Wurzela hat, so hat eine quadratische Diiferentialgleichung zwei 
Lösungen, welche die gleichen Rand- 
bedingungen befriedigen. Der Zerfall — VEN GENEEEIE SRLENG, BREI AEEE. SC NEE 
der Gleichung in ihre Wurzeln wird 
besser kenntlich, wenn wir absolut EEE | — 
glattes Hindernis, aber reibende Flüssig- — 
keit voraussetzen. In diesem Fall ist = | 
de Poienkisissemnung sine Lösung "7" na 
der hydrodynamischen Gleichung für | ee | s 
alle Werte von A. Ina Abb. 6 habe ER I gl vo Zi 
ich die beiden Wurzeln für Z=0 Be ir . Tage 
berechnet und dargestellt. Im einen 5 eg 
Fall haben wir uns die Stromfunktion EAN I 
unter dem Bilde einer gespannten Abb. 6 
Membran, im anderen Fall unter dem 
Bilde einer gebogenen Platte vorzustellen. In speziellen Fällen, wie z. B. beim absolut 
glatten Zylinder, fallen die beiden Wurzeln zusammen. 

Prandtls Grenzschichtentheorie erscheint von diesem Gesichtspunkte ans als ein 
Mittel, sich der Wurzel asymp'otisch zu nähern, die bei absolut glattem Hindernis 





Abh. 5 











I) Whitehead, Quarterly Journal of Mathematies 23, 1389, p. 78, 143. 
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in die Potentialströmung übergehen würde. Welche von den beiden Lösungen die 
größere Bedeutung hat, hängt von der Größe von AR und von dem Vorhandensein 
scharfer Ecken ab. Im letzteren Fall versagt im allgemeinen die Grenzschichtentheorie, 
weil eben die innere Reibung in der Flüssigkeit selbst dann dem Strömungsbild das 
Gepräge gibt. 

Die Zweideutigkeit der Lösungen spricht sich physikalisch aus in dem allbekannten 
labilen Charakter der Strömungen. Ist es doch selbst bei größter Sorgfalt kaum mög- 
lich, die beschriebenen stationären Strömungen im Laboratorium herzustellen. Die Diffe- 
rentialgleichung der reibenden Flüssigkeiten stimmt also mit der Erfahrung ganz gut 
iiberein und würde sich wohl auch zur Bestimmung des Widerstandes verwenden lassen. 
Freilich ist dazu noch eine Verfeinerung des Verfahrens nötig, die zurzeit noch nicht 
vorhanden ist, da die Summen- und Diiferenzenrechnung überhaupt ein etwas vernach- 
lässigetes Gebiet der Mathematik darstellt. 

Ein Hauptvorzug des Rechnens mit endlichen Differenzen liegt in dem stufen- 
weisen ('harakter, mit dem sich die Berechnungen vollziehen. Der mathematische Apparat 
ist besonders bei ersten Näherungen der denkbar einfachste, wodurch das Verfahren für 
den Techniker wie geschaffen ist. Die Behandlung der schwierigsten Randwertprobleme 
läßt sich mit einer AÄnschaulichkeit durchführen, die den abstrakteren funktionen- 
theoretischen Methoden iehlt und die für den Unterricht in Mathematik fir den mehr 
konkreten Gegenstandsgebieten zugewandten Techniker von der größten Bedeutung ist. 

Ja auch erkenntnistheoretisch verdient dieses Rechnen mit endlichen Differenzen 
den Vorzug. Denn nach der neueren statistischen Auffassung ist der rechtmäßige Aus- 
druck des Naturgesetzes nicht die Differentialgleichung, sondern die Differenzengleichung. 
Wenn auch im allgemeinen diese Unterscheidung spitzfindig erscheinen könnte, in der 
Technik lassen sich zahlreiche Beispiele anführen, wo ein Uebergang zu unendlich 
kleinen Differenzen physikalisch sinnlos wird, weil das zugrunde liegende Gesetz nur für 
endliche Differenzen Bedeutung hat. Wenn es auch natürlich keine Methode geben kann, 
die in allen Fällen zum Ziele führt, so dürfen wir doch hoffen, daß wir uns in dem 
Rechnen mit endlichen Differenzen ein wertvolles Hilfsmittel entwickeln können. Selbst 
dort, wo eine befriedigende Genauigkeit nicht zu erreichen sein wird, wird man auf 
diese Weise den Verlauf einer Funktion wenigstens soweit überblicken können, als es 
bei praktischen Anwendungen in der Technik wünschenswert erscheinen mag. 

Da die Technik numerische Methoden zur Lösung von Randwertproblemen drin- 
gend benötigt, wird die Behandlung von sonst unzugänglichen Problemen auf diesem 
Wege nicht auf sich warten lassen. Erst wenn eine hinreichend große Anzahl von Pro- 
blemen gelöst ist, wird man daran denken können, ein abschließendes Urteil über den 
Wert und die Tragweite des Rechnens mit endlichen Differenzen zu bilden. 105 


KURZE AUSZÜGE 
Hydraulik. 


Die Formel von Ganguillet-Kutter überschätzt worden ist. Der Haupteinwand 
für den hydraulischen Gefällsverlust mul ist dabei die Unsicherheit der Gefällsmessun- 
schon deswegen bei jedem mechanisch den ven, die an viel zu kurzen Flußstrecken an- 
kenden Menschen Anstoß erregen. wel sie oestellt worden sind. Entnimmt man dem 
sich über alle Geselze der mechanischen Ahn ılten Versuchsmalerial Angaben, welche eine 
lichkeit hinwegselzt. Trotzdem und lrotz ihrer \uswerlung für größere Flußstrecken geslaltten, 
verwickellen Form ist sie in der Praxis be so ergeben sieh ganz andere Werte. Das 
liebt, weil sie aul ein großes Erfahrungs (:efälle halle unter Umständen den vierfachen 
malerial aufgebaut ist. Dieses Material besteht, \Wert desjenigen, der zur G.-K.-schen Formel 
ıußer aus Versuchen in kleinen Gerinnen, führte. Auch bei großen Wassertiefen erweist 
m wesentlichen aus den Mississippi-Messungen sich die Geschwindiskeit,. nicht anders als bei 
von Humphrevs und Abbot (1867). E. veringen Wasserliefen, annähernd der Quadral- 
Beverhaus unlerziehl nun "Zentralblatt der wurzel aus dem Gefälle proportional. 
jauverwallung 41, 1921, S. 168-170) «dieses \an wird wohl die alten hydraulischen 
Material einer kritischen Prüfung und finde! Formeln bald ganz zugunsten einfacher Polenz- 
daß bei den Schlüssen, welche zur Formel [ormeln 
von Ganguillel-Kutter geführt haben, die v» = eonst- R? .J’ (v Geschwindigkeit, R Profil- 


Genauigkeit der Messungen ganz bedeutend radius / Spiegelgefälle) 
< BR  * k - »>\ 
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aufgeben, wie sie in letzter Zeit von ver- 
schiedenen Seiten vorgeschlagen wurden. Auch 
E. Beyerhaus schließt aus einem groben 
Versuchsmalerial (Der Bauingenieur 2 (1921 
S. 485—491 und 523—529) auf eine solche For- 
mel. Er findet a 0,7 und y= 0,46; Forch 
heimer fand 2=0,7 und y=0,5, Herma- 
nek z2=06, y=05, Manning r=U,W. 
1 05. was alles mit theoretischen Über 
legungen von Prandtl und v. Karman 
x —=0,64, y=0,5) in recht guler Überein- 
stimmung steht. Das von Beyerhaus ver- 
wendete Versuchsmaterial erstreckt sich auf 
89 Messungen, hauptsächlich an deutschen und 
französischen HLlüssen, sowie auf die allen 
Mississippi - Messungen; dabei kommen Ge- 
schwindigkeilswertle von 0,14 bis 2,5 m, Pro 
filradien von 0,13 bis 22m und Gefälle von 
0.0156 bis 14 vll vor. Auffallenderweise findet 
er überall dieselbe Konstante: die mittlere 
Abweichung beträgt weniger als 1vH. wälı- 
rend die Konstante der Ganguillel-Kul 
terschen Formel über 6vH Abweichung von 
ihrem Mittelwert zeigt und die alte Chezy 
sche Formel (e=y=0,5) gar fast lovH 
Daß bei ganz verschiedenen Hlußläufen die 
Konstanlen so genau zusammenfallen, wird 
dahin gedeulet, daß die Korngröße des Ge 
schiebes und die Rauhigkeit des Betlltes beim 
natürlichen Wasserlauf gar nieht von enl 
scheidendem Einfluß seien, sondern die Ar! 
und Folge des besländigen Querschniltswech- 
sels und derarlige Einwirkungen überwiegen 
Aber auch bei Anwendung auf künstliche Ge- 
inne bewährt sich die Beyerhaussche For 
mel: bei einer Versuchsreihe von 7 Messungen 
der Berliner Versuchsanstalt für Wasserbau 
und Schiffbau in 2m breiten Gerinnen zeigl 
die Konstante der Beyer hausschen Formel 
nur 0.65 vH mittlere Abweichung vom Mittel- 
wert, die Ganguillet-Kuttersche 4.7 vll 
Um der neuen Formel das Eindringen in die 
Praxis zu erleichtern, führ Beyerhaus einen 
ausführlichen Vergleich mit der Ganguille! 
Kutterschen Formel in Gebieten, wo diese 
sich bewährt hat, durch und fügt eine Re 
chentafe! bei. 


Merkwürdig spät erkannte man in der Hy- 
draulik die Bedeutung des von Reynolds in 
den 80er Jahren entdeckten Aehnlichkeits- 
geseizes für Reibungswiderstände. Erst 
1913 hat Blasius seine Verwendbarkeit zur 
Auswerlung hydraulischer Messungen an glal- 
ten Röhren und an Platten gezeigt. Das Ver- 
suchsmaterial an geschleppten Plalten war da- 
bei den Versuchen von Gebers in der Dres- 
den-Uebigauer Versuchsanstalt entnommen, war 
aber für diesen Zweck noch nicht ganz be- 
friedigend, da die Platten unter sich unähnlich 
waren und die Temperatur des Wassers un- 
bekannt war. Nunmehr legt Gebers (Schillt- 
bau 22 (1921), S. 687690, 713—717, 738-741, 
767-770, 791— 795, 812-845, 899-902, 928-950 
ein sehr umfangreiches und nach jeder Rich- 
tung kritisch durchgearbeitetes Versuchsmale- 
rial vor, in welchem das Rey noldssche Ähn- 
lichkeitsgeselz für den Flächenwiderstand im 


Wasser geradlinig fortbewegter polierter Plat- 
ten bestäligt und «eine einheitliche Formel 
für diesen Widerstand aufgestellt wird. Diese 
Formel ergibt den Widerstand proportional 
der 1,875ten Polenz der Geschwindigekeit und 
steht somit annähernd, aber doch nicht voll- 
kommen in Übereinstimmung mit den älteren 
"roudeschen Messungen, welche die 1,825te 
Potenz ergeben, und denen von Gibbons und 
Wieselsberger, welche v. Karmän in 
dieser Zeilschrift (8. 211) in UÜbereinsliimmung 
mit der von seiner Theorie geforderten 1,80 ten 
Potenz Jindel Das Geberssche Versuchs 
malerial erstreckt sich auf einen wesentlich 
weiteren Bereich als alle früheren Versuche; 
die Platten halten eine Länge von 1.25 bis 
Id m, die Geschwindigkeit des Schleppwagens 
konnle bis 8,5 m/s gesteigert werden; der Ge- 
schwindigkeilsbereich wurde allerdings aus 
technischen Gründen nicht voll ausgenutzt. 
Auch der Einfluß verschiedener Zähigkeit 
wurde untersucht, allerdines nur unter Aus- 
nutzung der verschiedenen natürlichen Was 
serlemperalur im Frühjahr und im Sommer, 
also ın einem Temperaturbereich von 8 bis 


IW°C. Die Plallen waren aus kalifornischem 
kotliolz hergestellt und mit Schellackpolitur 
poliert, am Vorder- und Hinterende zuge- 


schärft und mit Messingschneiden versehen: 
die meisten halten einen Bleikiel. Der Form- 
widersland wurde an Schneidenpaaren allein 
bestimmt und vom Gesamltwiderstand der Plat- 
ien abgezogen, um den reinen Flächenwider- 
stand zu erhalten; die Korrektion betrug je- 
doch nur 1 bis 15vH. Als wichliger erwies 
sich der Längskanltenwidersland, der aus Ver- 
suchen mit verschiedener Eintauchtiefe unter 
Zuhilfenahme naheliesender Annahmen ermil- 
telt und zu etwa 2,8 vH gefunden wurde. Die 
lrgebnisse werden mit den älteren Messun- 
sen von Froude und Me. Entee ausführ- 
lich verglichen. 


Die Grenzschichten zwischen Flüssigkeit 
und Wand, welche heule in der Hydrodynamik 
eine so fundamentale Rolle spielen, treten 
auch ın anderen Gebieten der Physik in Er- 
scheinung; insbesondere die Lösungsgeschwin- 
digkeit fester Stoffe in Flüssigkeiten hängt 
von der Dieke dieser »adhärierenden Schich- 
len« ab, welche durch die Rührbewegung in 
der übrigen Flüssigkeit nicht vollständig mit- 
senommen werden. J. Meyer (Zeitschr. f. 
Phys. Chem. 96 (1920) S. 275-286) berichte! 
über Versuche, bei welchen aus dem Wärme- 
übergang zwischen zwei verschieden tempe- 
rierlen, «urch einen Kupfermantel getrennten 
Wausserveläßen, die Größe dieser adhärierenden 
Schicht ermittelt werden sollte. Eine kugel- 
[örmige Kupferblase aus sehr dünnem Blech 
mit Wasser von 15° gefüllt, wurde in ein 
sroßes Wasserbad mit siedendem Wasser ge- 
selzt und fortwährend geschwenkt: der zeil- 
liche Verlauf der Temperaturerhöhung wurde 
semessen, und unter Zugrundelesung des be 
kannten Wertes der Wärmeleilfähigkeit des 
Wassers die Dieke der alhärierenden Schich! 
berechnel: Wegen (der langsamen Einstellung 
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des verwendelen Quecksilberthermonm.eters 
muBle eine Korrektur an der Zeilmessung vor 
senommen werden, welche die zu messende 
Zeit oft um ein Vielfaches übertral 
lich wurden auch alle Strömungsversuche von 
(‚raelz ausgewertet, um aus ihnen auf die 
Dieke der adhärierenden Schicht zu schließen 
Is ist zu hoffen, dab dieser Teil der physi 
kalischen Chemie as den neues'en Forltschril 
ten der hydrodynamischen Grenzschichtihoorie 
s. zu den besprochenen Versuchen die Arbeil 
von H. Latzko in dieser Zeilschrilt Bd. 1 
1921. 8. 268-290) Gewinn zielen wird 

Bei einem Venturimesser ist die De 
zıchung zwischen dem wvemessenen Druckunter 
schied A und der Durehflußmenge Q nur dann 
die gewöhnliche: Q = eonst. y A, wenn die ie \ 
noldssche Zahl der Strömung wesentlich über 
der kritischen liest, also die Strömungswider 
stande 
schwindigkeit sind. Bei kleineren Revnolds 
schen Zahlen sind die Widerstände meist srö 
ber, aber auch manchmal kleiner, als der 
I:xtrapolation des quadratischen Gesetzes en! 


proportional dem Quadrat der Ge 


sprich! Infolgedessen kommt es vor, dab 
Venlurimesser bei kleinen Geschwindiskeilen 
srößere Durchflußbmengen aufweisen, als bei 
der »reibungslosen« Strömung bei groben Ge 
schwindigkeiten 
man bei gutem Willen aus den Ausführungen 
Wm. John Walkers (Phil. mag. 41 (1921 


S. 280-288) herauslesen 


Diesen Gedankensang kann 


Der Zusammenhang zwischen Durch- 
flußmenge und Druckhöhe ist ebenso wie 
beim Venturirohr bei Ponceletöffnungen 
nicht einfach durch einen konstanten Koeffti 
zienlen zu fassen, wenn es sich nicht um 
sroße Mengen und große Olflnungen handelt 
Der Koelfizient hänat vielmehr von der Durch 
llußseschwindiskeil, den 
Dichte und der Zähiekeit der Flüssiskeit ab 
welche Größen man in bekannter Weise im 
den Ausdruck der Reynoldsschen Zahl und 
welche 


\bmessungen,. der 


in eine weilere dimensionslose Grob» 
die Abmessungsverhältnisse ausdrückt, a’sı elwa 


Druckhöhe 
zusammenfassen kann. Die 
Düsendurchmesseı 


\rt der Abhänviskeitl ist noch wenis erforscht 
die sehr exaklen und ausgedehnten Versuch: 
von A. Schneider (Forschungsarbeılen aul 
dem Gebiete des Insenieurwesens left 215 
1019) geben darum «in sehr wertvolles Ma 
terial Mit einer sehr exakt durehgearbeile 
ten Versuchseinrichtuns wurde der Durchflub 
von Wasser und von Korhsalzsole verschie 
dener Konzentralion bei Temperaturen von 

5° bis —— 10% G gemessen bei einem Druck 
höhenbereich von 63 bis 780mm und mil 
Düsendurchmessern von 5.18 bis 50.0 mm. Das 
sanze Malerial ist in Diagrammen nıedervelest, 
wobei leider der oben erwähnte Gesichtspunkt, 
die veränderlichen Größ°n zu dimensionslosen 
/ahlen zusammenzufassen, auß°r Acht geblie- 
ben ist. Die Tragweite und Verwendbarkeil 
der Versuche würde sonst noch sanz anders 
hervortreten 


Mathematik und Mechanik 


Schließ-, 





Band 2 


Die laminare und die turbulente Strö- 
mung in offenen Gerinnen untersucht 
\. Schocklitlseh Stzber. Wien Ak. 129, 
1920, 5.895 917) experimentell mit Ililfe von 
arbfäden bezw Schlammzusalz und durch 
Messung der Durchflußmenge in Abhängigkeil 
von Gefälle und Tiefe. Bezüglich der Laminar- 


stromung ı\Gleilen und des Übergangs von 
der laminaren zur turbulenten Strömung (Flie- 
ben) werden die älteren Versuchsergebnisse 


von L. Hopf bestälig! 


daß zwar («die von 


Weiter wird gezeigt. 
Ilopf beobachtete kri- 
Iische Zahl mit einer ziemlich plötzlichen 
\nderung des Strömunesbildes verbunden ist, 
dab man aber bei anderer Auswerlung der 
ausführlicheren  \Versuchsergebnisse des  Ver- 
Iassers auch eine kleinere und «eine größere 
kritische Zahl finden kann. Nach den neue- 
ren ‘Untersuchungen Schillers!) dürfte die 
kleinere auf den Einfluß der Anlaufstrecke. 
die größere auf einen besonders sanften Ein- 
lauf zurückzuführen sein An der turbulenten 
Strömung zeigen die Farbversuche, wie die 
untersten Schichten der Strömung laminar blei 
ben, die oberen Schwankungen aufweisen: am 
interessantesten scheint der Nachweis. daß die 
an ein Hlindernis herankommenden oberen 
Stromschichlen unter dem Hindernis durch 
(auchen und das in den unteren Schichten 
zuströmende Wasser vom Hindernis seitlich 
wescdrängen. 


Die scheinbare Massenvergrößerung eines 
in einer Flüssigkeit bewegten Körpers in- 
Iolge der in der Flüssigkeit selbst erregten 
Beschleunigungen ist für die einfachsten Fälle 
von Stokes heore!lisch berechnet worden. 
wonach diese Massenvergröße- 
rung bei einer Kugel die Hälfte der ver- 
drängten Wassermasse betragen soll. wird von 
(1. Gook (Phil. mag. (6) 39, 1920, S. 350—352 
einer experimentellen Prüfung unterzogen. Eine 
hugel (Mıinengehäuse) von 97 em Durchmesser. 
I90 kg Wasserverdrängung und O,A45 kg Gewicht 
ım Wasser fällt in-einem Wassertank von 
I6 m Durchmesser und 91m Tiefe; die Be- 
wesung wird rezistrierl und daraus Geschwin- 
digkeit und Beschleunigung in Abhängigkeit 
von der Zeit bestimml. Die Beschleunigung 
erweist sich ungefähr dem Quadrat der Ge- 
schwindigkeilt proportional. so daß die Güllig- 
keit des quadratischen Widerstandsgesetzes an- 
genommen werden kann. Aus dem Proporlio- 
nalilätsfaktor lolet die scheinbare Massenver- 
srößerung zu 0,16 mal der verdrängten Wasser- 
masse, also in guter Übereinstimmung mil 
der Theorie. 


Das Ergebnis, 


Das Zusammenwirken von Schraube und 
Schiffskörper, (ie gegenseitige Beeinflussung 
der an der Schraube und am Schiffskörper 
auftretenden Kräfte hat’ eine umfangreiche, 
hauptsächlich auf Modellmessungen fußende 
literatur hervorgerufen. Dieselbe wird über- 
sichtlich zusammengefaßt und durch Auswer- 


. 


lung von Versuchen an U-Booten ergänzt in 


') Diese Zeitschrift, Bd. 1, 1921, S. 436-441 
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der Dissertalion von W. Immich (Sehiffbau 
22 1920) S. 167—171. 245-248. 270-272 


296—298, 322—325). Gemessen wurden Schifls 


seschwindigkeit, Umlaufzahl und die der 


Schraube zugeführte Leistung. Aus den bei 
den ersten Größen und der bekannten S$lei 
sung der Schraube folgt der »scheinbare« Slıp 
aus der Leistung mit Hilfe von Beiwerlen, 
welche von Gümbel nach Modellversuchen 
angegeben sind, der »tatsächliche« Slip. Aus 
den beiden Slip-Werlen foigt die Nachstrom 
zilfer, d.i. das Verhältnis der durch das 
Schiff erzeugten Nachstromgeschwindiskeit. 
welche die Zuströmungsgeschwindiskeilt des 
Wassers relaliv zur Schraube vermindert. zur 
Schiffsgeschwindigkeil. Diese Nachstromzifler 
wird bei den 12 Versuchsreihen slels zwischen 
0,28 und 0,140 gefunden. Durch Berücksichli 
sung des Nachsltroms kann man die oeven 
seilige Beeinflussung von Schraube und Schiffs 
körper genügend erfassen: die Einwirkung der 
Schraube auf den Schilfswidersland, ebenso 
wie der Einfluß des Schilfs auf den Schrau 
benwirkungsgrad erweisen sich im Versuchs 
malerial als nicht von merklicher Größen- 
ordnung. 


Die Gleitgeschwindigkeit eines im strö- 
menden Wasser treibenden Kahnes un 
ihr Einfluß auf die Geschwindiekeit eines tal 
wärlts oder bergwärls geschlepplten Schiffes 
relaliv zum Wasser und zum Ufer berechnel 
J. Faust (Schiffbau 22 (1920) S. 585—61 und 
S.87-%) im Anschluß an eine ältere Arbeil 
von Dietze und eine neuere von Asthöwer 
Er weist einerseils die Krilik Asthöwers 
oesen Dielzes Grundanschauung, wonach die 
in der Stromrichlung wirkende Schwerekom- 
ponente dureh die Widerstangskraft infolge 
Relalivbewegung des Kahnes gegen «das Was- 
ser aufgehoben wird, zurück, zeiolt andrerseils 
daß die Dielzesche Berechnung der Schlepp 
veschwindigkeiten fehlerhaft ist und durch cin 
lache Gleichgewichtsbetrachtung richtiggestellt 
werden kann. Tabellen und Vergleiche mil 
der Erfahruı zeigen die Verwendbarkeit der 


oO 
1u 


Faustschen Methoden und seiner empirischen 
"ormeln 


Ein graphisches Verfahren zur Behand- 
lung von Wasserschloßproblemen, welches 
auch in Fällen anwendbar ist, wo die ana 
Ivlische Berechnung auf sehr große Schwie 
riokeilen stößt, eibt E. Braun (Schweizeri 
sche Bauzeilune 77 (1921) S. 117-119 Unter 


Zusrundelegsung eines Beharrungszuslandes, der 


entweder der Ausgangspunkt des Vorgangs ist 
oder über den sich die zu untersuchenden 
Schwineunesvoreänge lagern, werden die Ver- 
änderlichen zu dimensionslosen Größen um 
oeformt und «die Konstanten der Anlage in 
wenige Parameler zusammengefaßt. Durch geo- 
melrische Deutung der Beziehungen zwischen 
den Veränderlichen wird eine graphische Kon 
struklion vewonnen, welcher man den Ver 
lauf der Wasserhöhe im Wasserschloß und 
der Geschwindiekeil im Druekstollen in Ab 
hänviokeit voneinander und von der Zeit un 
mittelbar entnehmen kann. Das Verlahren wird 
ın vier Beispielen erläulert. 


Rechnerische Vereinfachung bei technischen 
Rechnungen ist auch das Ziel einer Disser- 
tation von H. Schultz (Schiffbau 22 [1920], 
S. 239— 245, 265 - 270, 291— 295) über $tabi- 
litätsformeln für Seeschiffe. In (len Formeln, 
welche den Winkelbereich des Maximalmeo 
ments, das vrößb!e Moment selbst und den 
Kenterwinkel angeben, sind lediglich die An 
lanesstabililätswerte Abstand des Melazentrums 
vom Systemschwerpunkt und vom  Verdrän 
sungsschwerpunkl der Anfangslage une die 
Deplacementsschwerpunkltverschiebung des um 
300 oeneielen Schilfes als Daten benutzt Die 
ormeln simd grundsätzlich frei von  jegli 
chen den Typ des Schiffes kennzeichnenden 
Koelflizienlen: die vorkommenden  Beizahlen 
sind aus eeomelrischen und sonlomelrischen 
Beziehunseen hergeleitele Konstanten Bei Be- 
nulzung «der Formeln wird kein Integralions- 
voeräl gebraucht, wie bei den bisher üblichen 
Verfahren. 142 

Aachen I. Hopf. 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Obere und uniere Grenze eines Newiton- 
schen Potentials auf Ebenen. In (en nach- 
folgenden Zeilen stellen wir einen dem 
Doetschschen „Dreigeradensatz“'!) für Funk 
tionen von komplexen Variablen entsprechen- 
den Satz für Newtonsche Potentiale auf. 
Dieser Dreigeradensatz besagt: Ist die kom- 
plexe Funktion /(2), 2=xr + 'y, in dem Par- 
allelstreifen zur y-Achse #, <xr<1rz3 eindeutig, 
beschränkt, mit etwaiger Ausnahme des Un- 
endlichen regulär und nicht identisch O0 und 
bezeichnet /(r) die hiernach endliehe obere 


I) 6. Doetsch, Ueber die »bere Grenze des 
absoluten Betrages einer analytischen Funktion auf 
Geraden, Math. Zeitschrift 8 (1920). S. 237—210. 


Grenze von (2), auf der Geraden R(z2) = r') 
(a, <r<az), so it fürn <n<mz 

log La) 0 | 

lox L(s) > 1|<®, 

log L(a3) a3 1 
d.h. log L(r) ist eine konvexe Funk 
tion‘) von ır. 

Durch zwei Ebenen parallel der yz- Ebene 

eines reehtwinkligen Koordinatensystems == E£ 


') Rz) bedeutet »reeller Teil von z 

2) Wegen der Bezeichnungen konvexe und kon- 
kave Funktion vergl. meinen Aufsatz »Maxiımtum 
und Minimum eines Newtonschen Potentials au! 
Kugeln«, Zeitschrift f, angew. Math. u Mech. | 
1921), S. 336 - 558 
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und x = Z werde eine Ebenenschicht begrenzt. 
Ihr Innengebiet können wir dureh $<a<?zZ 
kennzeichnen unter Ausschluß des unendlich 
fernen Punktes. In ihr sei P(ax,y,2) ein re- 
guläres Newtonsches Potential, d.h. eine in 
jedem inneren Punkt eindeutige und samt 
den partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung 
stetige Lösung der Laplaceschen Differen- 
tialgleiehung für den dreidimensionalen Raum 
op "op I cp 
Pd = t == (), 


O!x* Oy? 2? 
Zunächst beweisen wir einen Hilfssatz. 
Ist ?P in einer Schieht a<r<Db und 


auf ihren Begrenzungebenen ı =a, 
x —=b mit etwaiger Ausnahme von end 


lieh vielen Punkten auf ihnen regulär’) 
und von niedrigerer als der zweiten 
Ordnung: 

p - 0 (y? zart ” 2) 

($>0 eine reelle Konstante), 
sowie aufdenGrenzebenen beschränkt: 
PpP=0(]1) -p< NM 
fürzr=aundze=)b, 


oder u 


wo «bezw. M die endliche untere bezw. 


obere Grenze von ? für r=a und ı=)b 
hedldeuten. so ist auch im Inneren 
u<Pp<M. 


Beweis: Eine spezielle Lösung der La- 
placeschen Gleichung ist 


Ba 
x” (y„’—+2 


Auch 


2 0 
ray) =rP-—: (2° (y? 2°) 


4 9 1 n ‘ 
IP’ (Mt, Y, 2) = «D £ (2: (y* 2) 


2 


(e eine positive Zahl) 
stellen daher in und auf der Schicht a <r </ 
fast überall rezuläre Potentiale dar. Gemäb 
der Definition von « und J/ ist deshalb 
£a? <Wp, 
Wo <M-—+ ea, 
u— 20° < 7, 


PP, m mM £ b*. 


für =a: u 
fürce=b: 


Bezeichnet man mit ce? die größere der beiden 
Zahlen a? und 2°: 
c? = Max (a, b?), 
so wird demnaeh für r=a und x I 
wu—4t c? Ir. 
Po M-+ ec“. 
Da nach Voraussetzung 
ur al b) 
D—= O0 ((y? + 2°) ) 


I), Wir sagen kurz »fast überall reguläre. 
So schreiben wir nach E. Landau die For- 
derung, daß der Quotient 


«<$D 
A 
y’ + 2) 
r . 2 7 . we: 
von einem zewissen y° +2” an beschränkt sein 


soll; y’ + z° ist natürlich das Quadrat des Ab 


standes von der x-Achse. 
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ist, strebt für y? + 2? > «x gleichmäßig in 
a<r<b P, nach +, % nach —». Mit- 
hin läßt sich eine Zylinderfläche y?-+ 2? = r* 
dlerart angeben, daß für 


San 


a<ır<b, y’+-+>r 
durchweg 
u—ect<Wp,, 

Yy<zM-ec 
wird. Nach «dem Satze vom Maximum und 
Minimum kann ein Potential in keinem inne- 
ren Punkt eines im Endlichen gelegenen Be- 
reiches einen Größt- oder Kleinstwert an- 
nehmen. Somit bestehen dieselben Beziehun- 
gen auch für das durch die Zylinderfläche 
aus der Schicht herausgestanzte Gebiet, weil 
sie auf seinen sämtlichen Begrenzungflächen 
erfüllt sind. In und auf der ganzen Schicht 
gilt also 


u € («: — 7 y’ >) 
‘ ) « 


9 q IE 
RT (« 4 yv’+ 9) 
>) 


Für einen festgewählten Punkt (z, y,2) im 


| Se ist 2 2 1 2 2 : * 
nneren ist « "ro -+ 2°) eine Kon- 


stante. Da e beliebig klein gewählt werden 
darf, können obige Ungleiehungen nur be- 
stehen für 
n. Dp< M. 
Damit Hilfssatz bewiesen. Wir 
schreiten jetzt zur Herleitung des Hauptsatzes. 


ist der 


v7, 7a, 7=1, a) <rg<rI;, Seien 
(rei Ebenen parallel der yz-Ebene. In und 
auf der Sehicht r, <r< Ka sei ? eindeutig, 
beschränkt und fast überall regulär. M,, Ma, 
\/; seien die nach Voraussetzung endlichen 
oberen, 4, #2, «3 die ebenfalls endlichen un- 
teren Grenzen von ? auf jeder der drei Ebenen. 
Bedeutet dann A eine reelle Konstante, so 
wenden wir auf das Potential 
P—kı 
den Hilfssatz an: 
*) Ma+-kr<Max(M +kr, M + kaz), 


*) wg -+-krg>min (u + kr, u + ka). 


Durch zweckmäßige Wahl der Konsta ten %, 
nämlich 


4, u a 
für (*) k= - 

x3 — 7] 
2 Au — u3 
Im ie) k= 

23 — 2 


werden die beiden Zahlen hinter Max und 
min je einander gleich, und es entstehen die 
Ungleiehungen 
M, X 1 u X, | 
(3) Ma 23 1 <0, (2) | u 1 >0. 
M; 23 1 'u3 13 1 
Wir schreiben (1) und (2) in der Form 


(1 di M, (293 — 03) + Ma (13 — rn) + Ms (x - xg) 0, 
0 


(2*) — A; (29 — .r3) u (3 —ıı)— 413 (x _ x) Gi 
und verstehen unter 
M=Max(M, — 4) 
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die obere Grenze des absoluten Betrages von #. 
Aus dem gleichzeitigen Bestehen von (1*) und 
(2*) folgt, daß auch die linke Seite derjenigen 
Ungleichung, in der die einzige positive 
Klammer xz3 — rı mit Ws, der größeren der 
beiden Zahlen M, und — 4, multipliziert auf- 
tritt, nicht positiv ist; ersetzt man dann in 
ihr die Faktoren der beiden anderen Klammern 
noch durch WM, bezw. Wa, so bleibt ihr Sinn 
erhalten. Somit gilt auch die Ungleichung 


M a 1 
3) | Ma m 1 <O0. 
Ma 273 l 


Auch in dem Falle, daß in oder auf der 
Ebenenschicht r;ı < x < 13 Quellen oder Senken 
dles Potentials 2, d. h. Punkte, in denen es 
positiv oder negativ unendlich wird, gelegen 
sind, bleibt entweder Ungleichung (2) für 
die untere Grenze (bei (Quellen) oder Un- 
eleichung (1) für die obere Grenze (bei Senken) 
doch noeh in Kraft. Denn schließt man die 
im Kndlichen gelegenen Unendlichkeitstellen 
etwa (dureh kleine Kugeln und eine Unendlich 
keitstelle im Unendlichen etwa durch eine 
eroße Kugel um den Koordinatenursprung aus, 
so nimmt auf ihnen das Potential nur positive 
(bei (Quellen) oder negative Werte (bei Senken) 
von sehr großem Absolutbetrag an. Daher 
kommen für den dureh Ausschließung der 
Unendlichkeitstellen entstehenden Bereich bei 
passender Wahl der ausmerzenden Kugeln («die 
Minima bezw. Maxima auf ihnen nicht in 
Betracht. Die früheren Schlüsse führen viel 
mehr bei Quellen noch zu (2) und bei Senken 
zu (1). 

Unsere Ergebnisse fassen wir zusammen zum 
Dreiebenensatz: Ist ein Newtonsches 
Potential in und auf einer Ebenen- 
sehicht , <r<azeindeutig, beschränkt 
und mit etwaiger Ausnahme von end 
lich vielen Punkten der Grenzebenen 
und des Unendlichen regulär, so ist 
die obere Grenze NA (ı) des Potentials 
und die obere Grenze W (r) des abso- 
luten Betrages (des Potentials auf 
einer Ebene der Schicht eine konvexe, 
die untere Grenze u(z) des Potentials 
eine konkave Funktion von «€. Diese 
Eigenschaften bleiben der oberen 
Grenze des Potentials selbst bei Zu- 
lassung von Senken, der unteren bei 
Zulassung von Quellen erhalten. 

Daß wir die Ebenenschicht parallel der 
yz-Ebene angenommen haben, ist keine Be- 
sehränkung der Allgemeinheit Denn bekannt 
lich ist ein Newtonsches Potential invariant 
segenüber einer Verschiebung und Drehung 
des Koordinatensyst+* ms. 

Ein einfaches Beispiel bietet das Poten- 
tial E unter x den Abstand von einem belie- 

. 
bigen, im Endlichen und nicht in der Ebenen- 
schieht gelegenen Punkt «des Raumes, am ein- 
fachsten dem Koordinatenursprung, verstanden 


{ BB 2 | 
Dann ist M(x) = für 2 >60, Mia) 
L A 


Mitteilungen 


-1 
— 


für zZ << 0. [7 (r) _ (}, Von Interesse sind ledig- 
lieh die beiden aus (1) entspringenden Un- 
gleichungen 


| 
7ı 1 
2 
1 £ 2 
x 1  ür bo <a zu <a, 
x 
1 
v3 1 
x 
| 
X | 
7] 
l ai r 
„1 0 fürs <Sa<a<0 
"2 
l 
3 | 
2 


Sie zeigen, daß «die gleichseitige Hyperbel 


zy=1 für r>0 konvex, für 2<0 konkav 


nach unten ist. 

Es bereitet keine Schwierigkeit, auch den 
Dreikugelsatz für Newtonsche Potentiale) 
auf den Fall des Auftretens von (Quellen und 
Senken zu erweitern, und sowohl den Drei- 
kugel- wie den Dreiebenensatz auf n-dimen- 
sionale Potentiale zu übertragen. 107 

Dresden-Briesnitz, 

August 1921. A. Walther. 


Die Lage der Auftriebs -Resultierenden 
von Tragflügeln. In «er eben erschienenen 
ersten Lieferung der „Ergebnisse aus der aero- 
dynamischen Versuchsanstalt zu Göttingen“ ?) 
werden in größerem Umfang Mitteilungen 
über das resultierende Luftkraft-Mo- 
ment gemacht, das auf Tragflügel verschie- 
denen Profils bei wechselndem Anstellwirkel 
wirkt. Eine hydrodynamische Theorie, die 
unter «der Voraussetzung ebener Bewegung, 
also unendlich breiter Flügel, dieses Moment 
als Funktion «des Anstellwinkels zu berechnen 
gestattet, habe ich 1917 erstmals veröffentlicht 
und 1920 ergänzt?). Die Göttinger Messun- 
gen können gut dazu dienen, die Theorie zu 
prüfen, und es sei gleich vorausgeschickt, daß 
die Gegenüberstellung von Versuch und Rech- 
nune sehr eünstig ausfällt. Besonders be- 
merkenswert erscheint es, daß ein Teil der 
feststellbaren Uebereinstimmung ganz unab- 
häneige von der Abminderung ist, die die 
lLuftkräfte beim Uebergang zu Flügeln end- 
licher Breite erfahren. 

Die theoretischen Ergebnisse lassen sich 
wie folgt zusammenfassen: Es bezeichne 
die Luftdiehte [£ ) v die Anblasegeschwindig- 

g 
keit iın Versuchskanal (Fluggeschwindigkeit), 
den „wirksamen” Anstellwinkel, d. h. den 
Winkel zwischen Gesehwindigkeitsvektor und 

') Er steht in der unter *) angeführten Ab- 
handlune. 

?\ Vergl. dieses Heft, S 76. 

3), Zeitsehriit f. Flnzteehnik u. Motorluftschiffahrt 
1917, 8. 157 —163; 1920, S. 68— 73 u. 87-89. 
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einer im Profil festen Richtung, die so ge- 
wählt ist, daß der Auftrieb für «=0 ver- 
schwindet (Richtung der „ersten Achse” des 
Profils). Dann hat der Auftrieb für die Ein 
heit der Flügelbreite den Wert 
A=4nuvViasina .....(l), 


und das Moment der Auftriebskıaft bei einer 
bestimmten Wahl «des Momentenpunktes die 
Größe 
M=2nuv’e’sin2(a—y).... (2). 
Hierin sind a, ec, y gewisse Festwerte des 
Profils, von denen noch die Rede sein wird. 
Verschiebt man den Momentenpunkt von der 
besonderen Stelle, die in (2) vorausgesetzt ist, 
um ein Stück / in der Richtung, die den 
Winkel $ mit der „ersten Achse“ des Profils 
bildet (Abb. 1), so erhält man das Moment 
M=M.- Alecos (a - po) = 


.) 


10.20 (8). 
2n uv“ |e* sin 2 (a—y) 


»>alsin acos(«a y)\\ 





Dividiert man 4 «dureh die Profilbreite 
v3 

und den sogen, Staudruck, d. i. x . so er 
s +) 


hält man die dimensionslose „Auftriebszahl” 


2 a a R 
Ca —- 81 7 We‘ 
u v’b b 
und wenn man MM, durch das Quadrat von / 
und den Staudruek kürzt, außerdem das Vor- 
zeichen umkehrt, so entsteht die von Prandt| 
benutzte „Momentenzahl” 
2M 


(m zB - u / 
2 2) 
u 9"9° 


. (5). 
Dal . \ c? . 
An „ sina cos (a—p) - sin? (a—y) | \ 
6° b* d 


Man kann «dureh ganz einfache Umformung 
rechts in (5S).den Ausdruck (4) einführen und 
erhält dann die für den Vergleich mit der 
Göttinger Versuchsdarstellune wveeienete For- 
mel: 


> c? ] 
e u s r hr —€( . ,  vVc Gy 
Cm Ö eos (| 1) COS y COS («—y) I} 


b A h 5 id 


P»6n — sin y COS («t COS \a—y) \ 


In allen praktischen Fällen sind «, y, g so 
kleine Winkel, daß es zulässig ist, alle eosinus 
in (6) gleich 1 zu setzen. Damit geht (6) 
über in 


G c“ ee - 
Cm = Ca ee ren 2) sın [4 va ); 
b ab b“ 


d.h. die Momentenzahl e„ als Funk- 
tion der Auftriebszahl c. dargestellt, 
liefert eine Gerade. Nimmt man an, dab 


zufolge der endlichen Breite des Flügels an 
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jeder Stelle der Tiefenerstreckung nur das 
/-fache der für „ebene Bewegung“ berechneten 


2 
Kräfte wirksam wird (4<1, ungefähr r für 


sewöhnliche Fälle) und setzt c„'= ACn, Ca’ = Ca, 
so wird aus (7): 


A Az | i ce. 

Cm = 6a | — + A38Sn sın y . (8). 
db ab b? 

Die Neigung der Geraden Cun/Ca ist also 
vom Wert der Abminderungszahl / 
unabhängige. Demnach wird man in der 
etwaigen Uebereinstimmung der berechneten 
und der versuchsmäßig bestimmten Neigung 

einen Prüfstein für die Theorie erkennen, 








In Abb. 2 ist in kleinem Maßstab ein Profil 
wiedergegeben, für das an der früher an- 
veführten Stelle alle Bestimmungsstücke des 
Auftriebs und des Moments genau berechnet 
worden sind. Wählt man, wie dies bei den 
Göttinger Versuchen der Fall war, zum Mo- 
mentenpunkt für 4, das vordere Ende der 
Flügelsehne, so haben die für die Neigung der 
Geraden maßgebenden Größen die Werte 
a=04, 5b=1,62, I1=0,79, c?= 0,1789. 


Daraus berechnet sich der Koeffizient von cu 
in (7) bezw. von c„ in (8) zu 0237. Um den 
Grad der Annäherung von (7) an die genaue 
(Gl. (6) beurteilen zu können, seien für die 
hier in Frage kommenden Werte y= 3,5" 


und 2 = 12° die exakten Werte des Koeffizien- 

ten von €„ in (6) angegeben. Sie betragen 

Tür 2 = 50 (% 50 10° 15° 
0,218 0,227 0,233 0,258 0,242, 


Die Schwankungen sind also in der Tat gering. 

Ein Bliek auf die Diagramme des Göttinger 
Versuchsberichtes 8. 83 bis 101 zeigt nun 
sofort: 1) Nahezu geradlinigen Verlauf aller 
Ca /Cm -Linien, abgesehen von einer systema- 
tischen Abweichung bei den kleinsten Anstell- 
winkeln; 2) Eine fast gleiche Neigung all 
lieser Geraden, ungefähr im Verhältnis 4:1, 
also entsprechend dem Koeffizienten 0,25. 

Auch die Theorie lehrt, daß innerhalb (des 
Bereiches der heute praktisch verwendeten 
Profile die für die Neigung der Momenten- 
linie maßgebenden Verhältnisse c:a, b:a, l:a 
nur sehr wenig schwanken. Die Grenzwerte, 
die streng genommen für ein unendlich dünnes, 
oerades Profil gelten, bei den wirklichen Aus- 
führungen aber kaum weit über- oder unter- 
schritten werden, sind 


woraus der Koeffizient in (7) und (8) zu 0,25 
folgt, in Uebereinstimmung mit dem durch- 
schnittlichen experimentellen Wert. 

Nicht so klar liegen die Verhältnisse hin- 
siehtlieh der Lage der Momentenlinie 
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segenüber dem Koordinatenanfang. Das kon- 
stante Glied in (7) enthält die Größe y, den 
Winkel zwischen der „ersten“ und „zweiten 
Achse“ des Profils. Diese Größe hängt von dem 
veanzen Verlauf des Profils ab und läßt sich 
in jedem Einzelfall angeben, sobald man die 
konforme Abbildung des Profils auf den Ein- 
heitskreis gefunden hat. Als Anhaltspunkt 
habe ich an der wiederholt genannten Stelle 
bemerkt, daß y etwa gleich einem Viertel 
des Wölbungswinkels der mittleren Profillinie 
gesetzt werden darf. Die Abbildungen des 
Versuchsberichtes zeigen in der Tat, daß die 
Cm/ca-Liinie sich nach rechts verschiebt, 
wenn die Wölbung zunimmt. Um die 
Größenordnung der Verschiebung gegenüber 
dem Koordinatenanfang zu prüfen, ist das 












Abb. 3 


Protil 397 des Versuchsberichtes (Abb. 3) aus- 

gewählt worden, für das die Versuchspunkte 
D) 

sich der nach @Gl. (8) mit =— berechneten 


3 
Geraden [oder eigentlich der genauen Linie 
nach (6)] gut anschmiegen (Abb. 4). Die 
Wölbung des Profils Abb. 3 ist aber ohne 
Zweifel geringer als die der theoretisch unter- 
suchten Abb. 2, so daß man annehmen mub, 
das erstere habe ein wesentlich kleineres y. 
Daraus würde folgen, daß der aus (dem Ver- 
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hältnis der Auftriebswerte cu. :Ca gewonnene 
Wert für Z zu klein ist. Die systematischen 
Versuche zur Erforschung des Einflusses, den 
das Seitenverhältnis des (rechteckigen) Flügels 
auf die Luftkräfte ausübt, haben (S. 50 des 


Versuchsberichtes) zu dem Ergebnis geführt, 
daß e„’ als Funktion von ca betrachtet, über- 
haupt vom Seitenverhältnis unabhängig ist. 
Da andererseits das Verhältnis ca’ :c.„ sehr 
stark vom Seitenverhältnis des Flügels ab- 
hängt, so muß man aus dem Ergebnis dieser 
Versuche schließen, daß in Gl. (8) ein für 
allemal 4=1 zu setzen ist. Die Gegenüber- 
stellung des Profils der Abb. 2 und verschie- 
dener im Göttinger Versuchsbericht angeführ- 
ter widerspricht zumindest dieser Folgerung 
nicht. 

Zusammenfassend wird man sagen «ürfen: 
Die hydrodynamische Theorie liefert in guter 
Uebereinstimmung mit der Beobachtung für 
den Zusammenhang zwischen Auftriebs- und 
Moment-Beiwert in erster Näherung eine 
Gerade von der Neigung 1:4, deren 
Abstand vom Koordinatenanfang mit der Wöl 
bung wächst; das Maß der Abhängigkeit von 
der Wölbung und der etwaige Einfluß des 
Seitenverhältnisses des Flügels bedürfen 
noch der Aufklärung. 146 

Mises. 


Mechanismus zur Regelung der Aniriebs- 
kraft einer Arbeitsmaschine mit veränder- 
lichem Widerstand. Die bisher gebräuch- 
lichen Arbeilsmaschinen mit stark veränder- 
lichem Widerstand hatten alle den Nachteil, 
daß die Veränderlichkeit des Widerstandes sich 
in einer ähnlichen Veränderlichkeit der An- 
triebskraft ungünstig geltend machte. Herrn 
Dr. A. Tetetleni, Budapest, ist ein D.R.P.! 
erteilt für eine "Konstruktion von Arbeilsma- 
schinen, bei denen dieser Übelsland ausge- 
schaltet ist. Der Kern des Erfindungsgedan- 
kens läßt sich in allgemeiner Fassung in fol- 
sender Aufgabeslellung ausdrücken: Es sei das 
Werkzeug «ein Bestandteil eines slarren Kör- 
pers A, welcher an einer Balın « zwangläufig 
seführt wird, und das Antriebsglied ein 
Bestandteil eines slarren Körpers D, der an 
einer Balhın B ebenfalls zwangläufig geführt 
wird. Die beiden Körper A und PD haben je 
eine Rollfläche, welche sich beständig berüh- 
ren. Ist außer den beiden zwangläufigen Bah- 
nen auch noch eine der beiden Flächen, z. B. 
A geseben, so soll die Fläche BP aus der Be- 
dingung bestimmt werden, daß der Werkstück- 
widerstand als Funktion des Werkzeugweges 
P (se) und die Antriebskraft als Funktion des 
Antriebsgliedweges AR (s,) vorgeschrieben ist. 
(Diese letztere Funktion wird bei maschinel- 
len Antrieb im allgemeinen als eine Kon- 
stanle, bei Antrieb durch einen lebenden Motor 

menschliche Kraft durch eine empirische. 
von einer konslanten nicht sehr erheblich ab- 
weichende Funktion gegeben sein.) Man sieht. 
daß die Fragestellung der Erfindung sich von 
den in der Maschinentechnik bekannten Pro- 
blemen veränderlicher  UÜberselzungen darin 
srundsälzlich unterscheidet, dab hier die vor- 
seschriebenen Bedingungen nicht geomelrisch- 


') D.R.P. Nr. 307540; ferner sind zwei Zusatz 


patente angemeldet, 


a 


-. 
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kinemalischer, 

Natur sind, d.h 
selzen 
werden 


sondern  stalisch-dAynamischer 
dureh nach bestimmilen Ge 
veränderlichen Kräfte dargestellt 


In der vorliegenden kurzen Mitteilung wol 
len wir für ganz spezielle Führungen «, pP 
die Körperform RB bestimmen und zwar bei 
der ın der Abb. 1 l,ochslanz 
maschine, bei der die Führung « eine Gerade 
ist, die Führung 3 einer Drehung um den 
Punkt O entspricht und der Körper A durch 
eine einfache Rolle dargestellt ist: dann sch! 
ie Bestimmung der 


dargestellten 


lache BP einfach auf 
die Bestimmung des sogen. Arbeitsabschnittes 
der ebenen 
unrunden 


Scheibe A hinaus In Abb. 2 ist 


Haken ZUM 
Zurvckbeben 


Führung 
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Abb. 1 


lie Scheibenbeurenzung einmal in Ihrer Grenz 
lave, sodann in einer beliebigen Lage gezeich 
net. Kine dritte der Jletzloeenannten benach 
barte Lage ıst bloß durch das Bogenelemen! 
(’D’ ansedeutel. Die Rolle ist in der nach- 
folgenden Betrachlung durch ihren Mittelpunkt 
erselzt, d.h. o 0 ansenommen. und die oe 
suchte Scheibenbeerenzung erhalten wir nach 
Iträglich als Parallelkurve der sich durch die 
\nnahme 0-0 ergebenden Kurve. Berechnen 
wir zunächst den Zusammenhang zwischen dem 
Winkelelement dp und dem dazugehörigen 
Wegelemen!t dy. Aus dem Dreieck FOD Tolgt 
d 
= eos (ı Fr y) 


cos ($-g) . (1) 


y' 


\us dem unendlich kleinen Dreieck €’D’D 


lolgt, unter Vernachlässigung des Winkels dp, 
welcher die Seilenlängen nur in einem von 
der zweiten 
trächtigt 


Ordnung kleinen Maße beein 


Zeitschrift für angewandte Mathematik und Meehanik 


Scheibenbegrenzungskurve der 








Band 2 


rdp sin(P+p-dD sint$+g)cos &—-cos($+g) sin 
dy sin & gs sin & 
sin (#+g) 
= — cos (F—+g), 


tg $ 


woraus unter Ileranziehung von (fl 


d? 
l m. ‘ 
vd Y y4 d 


fo!st. dab 


+ 

dy tg $ r 
A u 1 dr 
oder da aus dem Dreieck (Ü’Dtig5=- 
r dy 

V: a d? 

dy ” d 
== A 5 

day dr y? 

dar 


erner folgt aus dem Dreieck OFD, Talls 
"D mil y bezeichnel wird: 


y=elr-d.......(. 

Diese Zusammenhänge sind, ganz unabhän- 
sig von der Geslalt der Scheibe, immer er- 
füllt. Ist nun P(y) und R($) vorgeschrieben, 
so steht uns für die Bestimmung der Schei- 
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bengestall im Sinne des Salzes der virluellen 
Verschiebungen folgende Gleichung zur Ver: 
lügung: 


1 
TR = P(y), 
u 


wo 7, der konstante Hebelarm der Kraft R(9 
ist: oder mit der Annahme R(#) = R = eonst. 


dp £ 
a R= P(y) ie 0 RE 
dy 
welche Gleichungen natürlich bloß unter Ver- 
nachlässigung der Reibungswiderslände, Defor- 
malions- und Beschleunigungsarbeiten Geltung 
haben Aus dem Vergleiche der Gleichungen 
| II). (Il) erhalten wir folgende Glei- 
chung. welche die Veränderliche 7 nicht mehr 
enthält: 
I () r? — 9) Vr? - d? d 


2 . —- = 
rıR dr v 
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Die Lösung dieser Differenlialgleichung kann 
durch Trennung der Veränderlichen und durch 
Quadralur unmittelbar geschehen 

/ / 


rP(Vr? - d)dr | ddr 


fie - 
v " R | d?- - dr s } r® d” 
N N) 

Das ist die Polargleichung der gesuchten 
Scheibenbegsrenzung Ist d=0, so gehl sie 
über in 


5 tr Fer)dr. 


Ist d=0, aber R(%#) nieht konstant, sondern 
eine beliebig gegebene Funlion, dann läßt sich 
aul ähnlichem Wege leicht nachweisen. dab 
sich die Polargleichung der gesuchten Kurve 
in folgender impliciter Form anschreiben laß! 


G Y 
RNdI= En IPonar. 
” a 


U . 
Yn 


Auf Grund dieser Zusammenhänee=kann man 
leicht geomelrische Konstruktionen zur Be 
stimmung der Scheibenbegrenzung ableiten. Als 
ein Beispiel ist die Scheibenbegrenzung ge- 


mäß der lelzten Formel in der Abb. 53 kon 
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steuiert aus dem Diagramm der günstigsten 
Kraftentfaltune R(9) und aus dem sogen. Wi- 
derstandsdiagramm P(r)=P(y ls sei be- 
merkt, daß in der Patentschrift vom Erfin- 
der eine ganz andere, nicht auf analytischen 
Überlegungen, sondern auf der unmittelbaren 
Belrachlung des Arbeitsvorganges beruhende 
vanz allgemeine Methode angegeben ist, deren 
Wesen in einer Einteilung «des Arbeitsvor- 
vanges in kleine Teile gleicher Leistung und 
in der daraus folgenden punktweisen Ermilt- 
lung der Scheibenbegrenzung liegt In allen 





Fällen aber, wo die analvlische Lösung in 
"orm von Quadraluren ohne besondere Schwie 
rigkeilen angegeben werden kann, dürfte eine 
auf die analylische Formel begründete Kon- 
struklion schneller und bequemer zum Ziel 
führen. 

Stettin. Nemenyi. 104 


Über den freien Spiegel bei Grund- 
wasserströmung. Die Strömung von Grund- 
wasser geht bekanntlich in feinporigen Boden- 
arlen wie eine Potentialbewegung vor sich 
Die Rolle des Potentials wird hierbei von den 
von einer gemeinschaftlichen Gleiche aus zu 
messenden Höhenlagen der Spiegel übernom- 
men. bis zu welchen sich das Wasser in 
Standrohren erheben würde. die man bis zu 
den betreffenden Punkten der Flüssigkeils- 
bahnen in den Boden senkt. Die Bahnen 
selbst verlaufen senkrecht zu den Flächen. 
die den geometrischen Ort der Bodenpunkte 
mit gleich hoch gelegenen Standrohrspiegeln 
bilden und die Flüssigkeit sickert von den 
Bodenpunkten höheren zu denen niedrigeren 
Standrohrspiegels. Ist das Grundwasser nicht 
von festen Wänden umeeben. sondern Tließ! 
es mit freiem Spiegel. so fällt dieser mit den 
Standrohrspiegeln (der Aquipotentialfläche) sei 

ner eigenen Punkte zu- 
sammen. Der Grundwasser- 
spiegel ist aber zugleich 
eine Strömungsfläche. Be- 
zeichnet bei zylindrischer 
Strömung 
P die Potentialfunktion, 
Y die Strömungsfunktion, 
so gilt also für den Spiegel 
A bei Einführung der wage- 

rechten Koordinaten 7 und 
der senkrechten 2 
P=z und Y”= konst. (1). 
Ein zugehöriges Beispiel 
stellt (s. Abb.) 








Pp=Vhhr-+e). p=Vhir- x) . (4) 


dar, worin r— Yar?-+22 ist. Es zeigt sich 


1 02» ı 92Pp Vr+ 
z— | a = - (r - 28). 
Vn de“ | „ 08° 4 r? 
sowie DPYV= hz 


und die Bedingung (I) erfüllt. Jeder inter 
oder über der x-Achse gelegene Parabelast 
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kann als Spiegel mil «einem Lieferen Ast als 
dichte Tragschicht betrachtet werden. 

Bei dem Auslluß tritt die freie Grenzfläche 
an die Stelle des freien Spiegels und hier 
bildet die lotrechle Sickerung unter der etwas 
durcehlässigen Sohle eines Gewässers den ein- 





Mathematik und Mechanik Band 2 


[achsten Fall. Der Sickerkörper muß sich 
nach unten erbreitern, wenn der Abfluß sei- 
nes Wassers in der Tiefe eine Hemmung er- 
lähr! 


Wien XIX/1. Ph. Forchheimer. 63. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr.-Ing. Dr. I. PRANDTL, o. Professor an 
der Universität Göttingen unter Mitwirkung 
von Dr.-Ing. ©. WIESELSBERGER und Dip. 
Ing. Pr. phil. A. BETZ, Ergebnisse der 
\erodynamischen Versuchsanslalt zu 
Göolltingen. T.L.ieferung. Mil einer Beschrei 
bung der Anstalt und ihrer Einrichtungen 
und einer Einführung in die Lehre vom Luft 
widerstand. Mt 91 Abbildungen und 2 Tafeln 
München und Berln 1921 bei R. Oldenbourg 
140 S. 


Seit dem Beginn ihrer Täligkeil im Jahre 
1907 behauptet de Göttinger Modell-Versuchs 
ansltall unter Leitung Prandtis die führende 
Rolle innerhalb der deutschen Tlugteehnik. 
\us kle.nen Anfängen hat sich die große, wäh- 
rend des Kr’eses im Rahmen der Kaiser Wil 
helm-Gesellschaft geschaffene neue Versuchsein 
richtung entwickelt. die den namlhaf.esten An 
stalten des Auslandes würdie zur Seile stehl 
line besondere wertvolle Eigenlümlichkeit des 
(öllinger Instiluts aber ist die hohe Wissen- 
schaltlichkeit, die nicht zum Schaden. sondern 
sehr zum Vorteil der Praxis, alle Versuche und 
alle :Versuchsvorkehrungen durchdringt. Jeder- 
mann wird es daher auf das Wärmste be- 
srüßben,. daß der Le ter der Anstalt jetzt. lrolz 
der schw.erigen Verhältnisse des Augenblicks. 
daran geht, d.e wichtigsten Ergebnisse aller 
Versuche, zusammen mit einer Darstellung der 
Kinriehlungen der Anstalt in einer Reihe for! 
laufender Lieferungen der we'teren Ofllentliech- 
keit vorzuleeen. Das zunächst erschienene Ilefl 
enthält manches aus früheren Veröffentlichun- 
sen Bekannte in zusammenfassender und er 
sänzter Form. daneben aber auch sehr viel 
Neues. Nach auslührlicher Beschreibung aller 
wesentlichen Teile der Versuchseinrichlung und 
der Versuchstechnik ist ein kurzer Abriß der 
Prandtischen Trasflügellheorie. soweil sie 
zu ener vergleichenden Beurteilung der Ver 
suchsresultate erwünscht ersch en, den experi- 
mentellen Mitteilungen voranwstelltl. Die um 
l[angre.chen Daten über de Untersuchung einer 
sroßen Zahl von Flügelprofilen, die in gulen 
Zeichnungen und Zahlenlaleln wiedergegeben 
sind, werden dem künftigen Flugzeuskonstruk- 
leur außerordentlich gule Dienste leisten. Eine 
he.he von Sonderuntersuchungen über die ge- 
senseitige Beeinflussung von Tragfläche und 
l.uftschraube, von Tıaglläche und Rumpf, 
dann über den Re bungswidersland bespannler 
lichen. endlich über das Verhalten von Flus- 
zeugschwimmern beschließen das reichhaltige 
lleft. Der Leser gen.eBbt die sellene Freude, 
von einem Werk, das dem Ideal der Gediegen- 
heit und Zuverlässigkeit sehr nahe kommıl, 
nähere Kenntnis zu vewinnen. Dem Verlas 


muß für d.e unter den heutigen Verhältnissen 
besonders schw.erige, sorgfältige und schöne 
\usstatllung alle Anerkennung ausgesprochen 
werden. Mises. 122 


Prof. Dr. H. W. FRAENKEL, Privatdozent 
a. d. Universität Frankfurt a. M. Die Ver- 
[estigung der Metalle durch mecha- 
nische Beanspruchung. Die bestehen- 
den IIypothesen und ihre Diskussion. 
Mit 9 Textlig. und 2 Tafeln. Jul. Springer, 
Berlin 1920. 465. 


Das letzte Jahrzehnt ist reich an experi- 
mentellen Arbeiten, die sich mit der unter dem 
Namen .„‚Verlestigung” bekannten Eigenschaft 
der Metalle, durch Kaltreckung und Legierung 
die Streckgrenze zu ändern, befassen. Aber auch 
IIypothesen zur Erklärung dieser Erscheinung, 
zumindest der Wirkung der Kaltreekung, liegen 
sehon in nicht geringer Zahl vor. Fraenkel 
behandelt in dieser Schrift die bestehenden 
IIypothesen der Verfestigung und die daraus 
folgende Erklärung der damit eng verwandten 
lisenschaften. Der Darstellung sind die ein- 
schlägigen Arbeiten bis elwa Anfang 1919 zu 
(‚runde ve’est. Es muß aber erwähnt werden, 
lab eine sehr beachtenswerle Arbeit von P. 
l.udwik (Z. Ver. deutsch. Ing. 63, 1919. 112 
nicht mehr in den Kreis der Betrachtung 
vezogen wurde 

Inhaltlich zerfällt das Buch in vier Teile. 
ls enthält im ersten Teil /S. 1-4) die sehr 
präzise Fassung des Problemes. Der zweile 
Teil S. 1.25) behandelt die Translations- 
ıypothese von Tamman, die Verlagerungs- 
hypothese von Lehmann. Mocllendorf! 
und CGzochralski und d’e gegenseitige Stel- 
lung dieser Hypothesen zueinander. Dieser 
Teil ist sehr ausführlich gehalten und nimm! 
[fast die Hälfte des Buches in Anspruch. Der 
dritte Teil S. 26—45 schließlich betrifft 
Untersuchungen. die Fraenkel mit Zink an- 
sestellt hat. dann die Schmelzhypolhese, die 
Modifikationshypolhesen von Beilbvy, Cohen 
und Quincke, die Ievnsche. Hypothese 
der verborgen-elastischen Spannungen und end- 
lich d’e Verfestigung durch Warmrecken d.h. 
Kornverkleinerung (Mocllendorff, Gzoceh- 
ralski).. Im Schlußabsehnitt (S. 45—406) 
wird eine Zusammenfassung des behandelten 
Stoffes mit einem Ausblick auf künftige Wege 
segeben. 

Das Problem der Verfestigung ist ziemlich 
scharf herausgehoben: die benachbarten Ge- 
biete der modernen Metallographie (Über den 
Umfang der modernen Metallographie vgl. etwa: 
(1. Masing, D.e Probleme der modernen Me- 


tallographie. Die Naturwissenschaften 9, 1921. 
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383) sind leils in Andeutungen gestreift, Leils 
gar nicht erwähnt; doch scheint uns, dab zu 
mindest die Angabe hierhergehöriger Literatur 
nicht überflüssig wäre. 

Der Leser bekommt so auf knapp 46 Seilen 
einen gründl chen Einblick in die Hypothesen 
zur Erklärung der Verfestigung und in ihre 
L.eistungsfähigkeit. Dem angehenden Ingenieur 
wird dieses Buch als Einführung sehr er 
wünscht se’n; wir wollen der Hoffnung Aus 
druck geben, dab sich diese Einführung zum 
l.ehrbuch umgestalte und dem Verfasser bald 
(relegenheit gebolen sein möge, in einer neuen 
Auflage das Ganze des Gegenstandes, (worunter 
wir auch eine weitgehende Berücksichtigung der 
Nachbarprobleme verstehen wollen) zusammen- 
zufassen, und damit en Buch zu schaffen, 
das dem Metalltechniker die volle Grundlage 
sibt für gedeihliche Arbeit auf dem Gebiete 
der Metallverarbeitung und -veredelung. 

Wien, den 12.Juni 1921. 

BR 
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Dr. phil. ARTHUR HAAS, a. 0. Professor 
a. d. Univers. Leipzig, Einführung in die 
theoretische Physik mit besonderer 
Berücksiehtigung ihrer modernen 
Probleme. Erster Band, 2. Aufl., zweiter 
Band, 1. u. 2. Aufl. Berlin und Leipzig 1921, 
Vereinigung wissenschaftlicher Verleger Walter 
de Gruyter & Co. 384 u. 286 S. 

Das vorliegende Buch verfolgt das Ziel, 
Studierende der miltleren Semester dahin zu 
bringen, daß sie Originalarbeiten, die sich mil 
den heute aktuellen Fragen der theoretischen 
Physik befassen, mit Verständnis lesen können 
Durch diese Begrenzung seiner Aufgabe ver- 
meidet es der Verfasser, einem Ideal der 
Vollständiskeit nachzujagen, das nur um den 
Preis der teilweisen Unverständlichkeit und 
auch dann nur unvollkommen erreichbar Ist. 
Es ist ihm gelungen, ein lesbares Buch 
zu schreiben, was bei einer Einführung, die 
ein so allgemeines Ziel vor Augen hal, ziem- 
lich selten ist. Trotz des verhältnismäßig nich! 
sroßen Umfanges und der Fülle des behan- 
delten Stoffes hat der Verfasser es verstanden. 
fast das ganze Buch hindurch den Ton einer 
gewissen behaglichen Breite festzuhalten, auch 
leichte Zwischenrechnungen vollkommen durch- 
zuführen, historische und melhodo'ogsische Be- 
merkungen einzustreuen, kurz eine Darstellung 
zu seben, die wie die Erfahrung seit dem Er- 
scheinen der ersten Auflage des ersten Bandes 
1919) schon gezeigt hat, von den Studierenden 
sehr gerne gelesen wird. Nur im letzten Ab 
schnitt über allgemeine Relativitätstheorie er 
lahmt ein wenig die Geduld des Autors und 
muß durch Geduld des Lesers ersetzt werden, 
da hier auch schwierigere Zwischenrechnungen 
als zu umständlich weggelassen sind. 

Die Vereinigung von leichter Lesbarkeit. 
sroßem Stoff und kleinem Raum Ksucht kler 
Verfasser dadurch zu erreichen, daß er be- 
sonders bei Behandlung der klassischen Theo- 
rien überall mit großer Ausführlichkeit die 
Aufstellung der Grundgleichungen behandelt, 
auf spezielle Probleme aber nicht eingeht. 
So werden z.B. die Eulerschen Gleichun- 


=] 


gen für die Bewegung eines starren Körpers 
um einen festen Punkt abgeleitet, ihre An- 
wendung aber an keinem Beispiel (z. B. aus 
der Kreisellheorie) gezeigt. Vielleicht noch 
ausgeprägter ist diese Methode im Abschnit! 
über Hydrodynamik, wo ziemlich ausführlich 
über alle kinemalischen Hilfsmittel zur Dar 
stellung der Bewegung der Konlinua berichtet 
der Leser also in die Lage verselzl wird, 


die in Abhandlungen vorkommenden analy 
lischen Ausdrücke für Wirbel oder Quellen 


u.a.m. sofort als solche zu erkennen. Am 
Schlusse werden die Eulerschen Grundglei 
chungen der  Flüssigkeilsbewegungen hinge 


schrieben, es wird aber gar nicht mitgeteilt. 
wie nun eigentlich die Probleme beschaffen 
sind, die mil Hilfe dieser Gleichungen gelöst! 
werden können, ja nicht einmal das mathe- 
malische Randwertproblem formuliert, «das sich 


an diese Gleichungen knüpft. Eine solche 
Reduklion der Mechanik auf ein bloßes 


Schema ist in Lehrbüchern der theorelischen 
Physik nicht selten zu finden; sie ist eine 
der Ursachen der großen Entfremdung, die 
zwischen dem physikalisch und dem technisch 
gebildeten Leserkreis besteht und deshalb vom 
Standpunkt der allgemeinen nalurwissenschafl 
lichen Bildung sehr zu bedauern. Dieses Ver 
halten gegenüber der Mechanik ist also nichts 
gerade für das Haassche Buch Charakte- 
ristisches und innerhalb dieses Buches über 
dies nichts für die Behandlungs der Mechanik 
Charakteristisches, sondern liegt wie gesagt 
im ganzen Plan des Verfassers. Auch in der 
lektrizitälslehre wird die Aufstellung der 
eldgleichungen sehr ausführlich und päda 
sogisch geschickt behandelt, aber z. B. beim 
elektrostatischen Problem wieder die Rand 
werlaufgabe, die hier vorliegt, nicht einmal 
Yormuliert. 

Alle diese Abschnitte sind so angelegt, daß 
sie nicht dazu anleiten, theoretisch-physika- 
lisch selbständig zu arbeiten, sondern Arbei 
ten auf diesem Gebiet mit Genuß zu lesen, 
wie elwa ein Buch mit Beschreibungen von 
Speisen, aus denen man aber nicht Iernt, 
sie zu kochen, sondern sie mit Verständnis 
zu essen 


Der erste Band enthält in zehn Kapiteln 
in der eben gekennzeichneten Art dargestellt 
die Bewegung des freien maleriellen Punktes, 
die Bewegung von Systemen freier Massen- 
punkle, die allgemeinen Prinzipien der Dyna- 
nik, die Relalivbewegung, die Bewegung slarrer 
körper, die Bewegung der Flüssigkeiten, die 
Theorie der Elektrizilät und des Magnetismus, 
die allgemeine Theorie der Schwingungen, die 
Theorie des Lichtes und die Elektronentheorie 
Am Schluß enthält der Band eine 22 Seiten 
lange Zusammenfassung des Inhaltes, in der 
jeder Paragraph in wenige Sälze zusammen- 
gezogen Ist. Diese gekürzte Bearbeitung des 
ganzen Stoffes ist recht geschickt gemach! 
und zur Wiederholung für Studierende sehr 
geeignet. 

Der zweite Band umfaßt in sechs Kapi- 
teln: die Theorie der Spektren, die Theorie 
der Grundstoffe, Statistik, Thermodynamik, 
Relativitätstheorie und Theorie der Gravita- 
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ion. Bei diesen meist noch in rascher Ent- 
wicklung begriffenen Theorien war es nich! 
moglich, die Behandlungsweise des ersten Ban 
des vollkommen beizubehalten; denn gerade 
die ausführliche und leicht faßliche Aufstel- 
lung der Grundgleichungen jeder Theorie 
stoßt hier auf große Schwierigkeiten, die 
teils in der Unsicherheit des Fundaments 
selbst liegen, teils darin, daß eine einfache 
Danstellung sich noch nicht herausgebildel 
hal. Zu einer solchen gehört außer dem Fort- 
schritt der Wissenschaft selbst auch «ine ge 
wisse Einstellung der allgemeinen geistigen 
Disposition der sludierenden Generalion, die 
heute für die eben im Werden begriffenen 
(Gedanken nalurgemäß noch nicht vorhanden 
sein kann, da ja ıhır Grund durch den Schul- 
unterricht gelegt wird, der noch auf ganz 
anderen Grundlagen aufgebaut ist. Der Ver- 
lasser suchl aber doch einen gewissen ein- 
heitlichen Grundgedanken festzuhalten, der 
ihm als das nalurgemäße Ergebnis der histo- 
rischen Entwicklung erscheint, die zu unserer 
modernen Physik geführt hat: Das ist der 
(edanke des stufenweisen Aulbaues der Ma- 
lerie aus immer feineren und feineren Bau- 
steinen. In seinem Streben nach einheitlicher 
Darstellung geht der Verfasser so weil, daß 
er die Thermodynamik aus der altomislisch- 
statistischen Auffassung ableitel und sie nicht. 
wie üblich, auf «die  phönomenologischen 
Grundsätze der Unmöglichkeit des Perpeluum 
mobile erster und zweiter Art gründet 

Der Verfasser behandelt die Bohrsche und 
kosselsche Theorie der Materie unter Her 
anziehung der Untersuchungen über die Iso 
topen und die Atomzertrümmerung, wie sie 
in neuester Zeit von hHhutherford und 
Aston angestellt wurden, in sehr ausführ- 
licher und faßlicher Weise, so daß der Le- 
ser auf diesem Gebiet über den Stand der 
Forschung gut unterrichtet wird. Nur wird 
es vermieden, auf grundsätzliche Fragen der 
Quantentheorie irgendwie einzugehen, ja es 
wird sogar überhaupt nicht von einem all- 
semeinen Quanlenansalz ausgegangen, sondern 
in jedem einzelnen Fall die Qaunlenvorstel 
lung in der entsprechenden Art hypothelisch 
eingeführt. Dadurch gelingt es dem Verlas- 
ser wie im ersten Band durch Verzicht 
auf die Anleitung zu selbständiger Arbeit 
den Leser in pädagogisch geschickter Weise 
zum Lesen von Arbeiten vorzubereiten. Man 
hal nur manchmal «das Gefühl, von einem ge- 
schickten und beruhigenden Führer an Ab- 
voründen vorbeigeführt zu werden, wobei man 
die Sicherheit gegemüber Abslurz durch Ver- 
binden der Augen gewinnt und nicht durch 
genaue Erforschung der Grenze zwischen Weg 
und Aberund. Dasselbe Verfahren befolgt der 
Verfasser auch in dem so problematischen 
(sebiet der Statistik. wo er, ohne auf schwie- 
rige und strittlige Fragen einzugehen, den 
l.eser doch mit den wichligsten Ergebnissen 
und deren Anwendung vertraut macht, wie- 
der durch eine Art referierenden Verlahrens 
es werden stillschweigend die durchgeführ- 
ten Probleme so ausgewählt, daß sie gerade 
noch ohne Fehler mit einfachen Hilfsmitteln 
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behandelt werden können, und dann die 
Verallgemeinerungen dem Leser als Analogie 
erzüählend mitgeteilt. 


Sehr schwer ist es diese Methode auch: 
bei einer einführenden Darstellung der Rela- 
tivilätstheorie beizubehalten, denn hier kommt 
alles auf ein genaues Verständnis der Grund- 
lasen an Der Verfasser hal versucht, auch 
hier ein abgekürztes Verfahren einzuschlagen, 
das den Studierenden auf glattem Weg ins 
Innere der Theorie hineinbringet. Er hat mil 
Absicht ganz den Begriff der Uhren einzu- 
führen unterlassen und eine ziemlich forma- 
listiısche Methode angewendet. Mir scheint. 
daß der Anfänger auf diese Art kaum den 
Kindruck bekommen wird, daß es sich um 
sehr zwingende Gedankengänge handelt. Und 
vserade «darauf kommt es hier mehr an als 
bei den Atomtheorien, wo die Fülle der An 
knüpfungspunkle an die konkrete Erfahrung 
einigermaßen für die Mängel in den Grund 
lagen entschädigt. Ich glaube, dab man beı 
einer Einführung in die Relalivitätstheorie 
sıch streng daran halten muß darzustellen. 
weiche grundsätzlich dureh den Versuch prüf 
bare Talsachen aus der Ilypothese des Rela- 
tivilälsprinzips mit Notwendigkeit fließen und 
daß man die Transformalionsformeln nur als 
Zusammenfassung dieser Talsachen darstellen 
muß. Ob mit dem alten Zeitbegriff dabei 
sebrochen wird oder nicht, ist eine so viel- 
deulige Aussage, dab es am besten ist, sie 
ın physikalischen Darstellungen lieber nich! 
zu gebrauchen und ich würde vorschlagen. 
anslatt auf die Verwendung von Uhren ein- 
mal lieber auf die Verwendung des Zeit- 
besriffes zu verzichten Nur dann wäre es 
möglich, eine Darstellung zu geben, die in 
dem Leser nicht den Eindruck erweckt, dab 
die KRelativilätstheorie ein Tummelplatz von 
Begriffsspielereien ist, sondern ein ebenso oOr- 
dentlich konstruierter Teil der Physik wie 
elwa die Thermodynamik. Gerade hier an 
der Grenze des Erfahrungsinhaltes, der noch 
mit den üblichen physikalischen Begriffen be- 
arbeitbar ist, muß darauf gesehen werden. 
nur Solche Aussagen aufzustellen, die einen 
wenigstens im Prinzip durch Erfahrung veri- 
Iizierbaren oder widerlegsbaren Inhalt haben. 
Aus der Darstellung des Verfassers lernt der 
Studierende allerdings die Ergebnisse der Re- 
lativitälstheorie verhältnismäßig leicht ken- 
nen, er wird aber am Schluß sich nich! 
darüber klar sein, was er nun eigentlich 
an festen Bestandteilen seinem physikalischen 
Weltbild hinzugefügt hat. 


Wie im allgemeinen, so leidet auch im 
einzelnen die Darstellung der Relativilätstheo- 
ie an allzugroßer Abstraktheit und ich möchte 
dabei nur auf einen Punkt hinweisen, weil 
er auch in vielen anderen populären und 
halbpopulären Darstellungen der Relativiläts- 
theorie nFeht mit genügender Ueberzeugungs- 
kraft behandelt ist: nämlich auf den Beweis 
für die Trägheil der Energie. Wenn man 
aus den Bewegungsgleichungen des freien Mas- 
senpunktes in üblicher Weise die Arbeit der 
Kräfte in der Zeiteinheit berechnet. so fin- 
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det man, daß sie sich als zeitlicher Diffe- 
renlialquotient des Ausdruckes 


D) 
‚ig c” 


darstellen läßt, wo m, die Ruhmasse, w die 
(eschwindigkeit des Massenpunktes und c die 
l.ichtgeschwindigkeit bedeulet. Daraus schließ! 
man, daß dieser Ausdruck als kinelische Ener 
sie des Massenpunkles aufgelaßt werden kann 
Natürlich bleibt eine addilive Konstante un 
bestimmt, die man eventuell so bestimmen 
kann, dab für w 0 der Ausdruck ver- 
schwindet. Die zufällige Form. in der wir 
oerade den Ausdruck angeschrieben haben, 
läßt sich aber nicht zu Beweisen verwen- 
dden. Der Verfasser wie auch manche andere 
\uloren schließen aber so: für w 0 re- 
duziert sich unser Ausdruck auf Z/, Mc. 
Das ist also die Energie des Massenpunkles im 
Ruhezustand. Daher besteht zwischen inne- 
rer Energie L, (z.B. Wärmeenergie und 
Ruhmasse mm, die angeschriebene Beziehung. 
Dieser Schluß ist durchaus nicht überzeu- 
oend, denn nach der Ableitung wissen wir 
nur, daß die Zunahme von ZL gleich der 
oeleistelen Arbeit ist, während über die Be- 
deutung des Ausdruckes selbst für spezielle 
Werte der Variablen nichts folgt und auch 
nichis folgen kann, da die ganze Ableitung 
sich nur auf kinelische Energie und Arbeit 
bezieht und der Übergang zur inneren EFEner- 
sie noch die Anwendung eines Prinzips ne- 
ben den Gleichungen verlangt, nämlich eine 
direkle Anwendung des Relativiltätsprinzips. 

Der eigentliche Kern des Beweises besteht 
vielmehr darin, daß die Masse des bewegten 
Punktes, wie sie aus dem Impuls definiert 
wird 


M= -— 
/ Br 
Vı-; 
e2 
beträgt und daher ihre Zunahme dM mit 
der Zunahme der kinetischen Energie dL in 
der Beziehung d/Z c?dM steht. Wenn nun 
in einem abgeschlossenen System ein Vor- 
sang sich abspiell, bei dem kinelische Ener- 
sie in Wärme übergeführt wird, so nimm! 
die Summe der ZL für die Körper des Systems 
ab und es müßte daher auch die Summe 
der M abnehmen, wenn man annehmen wollte, 
daß die Ruhmassen sich nicht ändern. Nun 
laßt sich aber aus dem  Relativitätsprinzip 
[olgern, daß die Summe der M in einem ab- 
geschlossenen System konstant bleiben muß 
und das ist bei Abnahme der kinetischen 
lnergie nur so möglich, daß nach Maßgabe 
der entstehenden Wärmeenereie sich die Ruh- 
massen vergrößern 
Bei allen diesen Bemerkungen mul aber 
zusammenfassend nochmals  belont werden. 
daß es dem Verfasser, wie vielleicht keinem 
vor ıbhm, gelungen ist, eine für Studierende 
geeignete und lesbare Einführung in die mo- 
derne Iheorelische Physik zustande zu brin- 
sen, die gewiß viele, die sich sonst in die 
ses Gebäude nicht hineinwagen würden, dazu 
ermuligen wird 
Als eine besondere Eigenheit des Buches 
sei noch zum Schluß neben der sehr ge- 
schickten Zusammenfassung des Inhaltes, die 
sich auch am Schluß des zweiten Bandes 
lindel, die chronologische Übersicht der wich- 
ligsten Leistungen auf dem Gebiet der Physik 
und das Aulorenverzeichnis erwähnt, die hier 
Iehrreicher angelegt sind, als es in ähnlichen 
Werken der Fall zu sein pflegt. 131 
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Prag. Philipp Frank 


NACHRICHTEN 


David Hilbert. Am 23. Januar feierte in 
Götlingen David Hilbert seinen sechzigsten 
Geburtstag. Der Lebenslauf dieses unumstrit- 
ten größten unter den lebenden Ma- 
Ihemalikern ist rasch erzählt. Ist er doch 
so schlicht wie bei den meisten Gelehrten, 
deren Schiflflein von den Wogen der Zeil 
last unberührt dahingleitet. Es sind andere 
Stürme, («die den «echlen Forscher «durch- 
rülteln und von hartem Ringen mit dem Pro 
blem legen. Hilberts Erfolge in der Lösung 
der schwierigsten Fragen, lest seine Führer- 
schaft in so vielen mathematischen Disziplinen 
beredtes Zeugnis ab. Er ist in Königsberg i. Pr. 
1862 geboren. Nur seine außergewöhnliche, 
früh hervortretende malhematische Begabung 
ermöglichte ihm, die vorschriftsmäßige Reife 
zum Universilälsstudium zu erlangen. Acht- 
semestrise Studien in Königsberg, Heidelberg. 
leipzig und Paris fanden 1881 ein erstes Er- 
lrägnis in einer der Invariantentheorie 
angehörigen Disserlalion. Dieser Disziplin wid- 
melte ver sich dann durch Privatdozenlenzeil 
und Königsberger Professur fast bis zu seiner 


1895 erlolgten Berufung nach Göllingen, in 
ihrem Dienst sich zu einem der ersten Mathe- 
mafiker laller Zeiten durcharbeitend. Bald 
30 Jahre ist er nun der Göllinger Wirkungs- 
stälte treu geblieben, von der sein Ruhm sich 
über die ganze Well verbreilele und wo er 
Schüler aus aller Herren Länder um sich 
sammelte. Allen verlockenden Rufen hat er 
widerstanden. Die Mitgliedschaft fast aller 
Akademien der Welt wurde ihm zuleil. 
Denkt man an Hlilberts Schaffen, so 
pflegt man vor allem seine Bedeutung für 
die reine Mathematik ins Auge zu fassen 
Denn die Iheorelische Physik, in der er sich 


in den letzten Jahren, hauptsächlich unter. 


Anwendung seiner axiomaltischen AMe- 
Ihode betläligte, wird ja kaum zu der ange- 
wandten Malhemalik serechnet, und in der 
Tat sind hier auch seine Forschungen mehr 
den Prinzipien als der Erfindung von For 
schungsmelhoden gewidmet. . Aber viele der 
von Hilbert ersonnenen analylischen Metho- 
den besitzen eminente Bedeutung für die an- 
gewandle Mathemalik. In einigen Fällen ha- 
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ben sich auch schon angewandte Mathema- 
tiker gefunden, deren mathematische Fähig- 
keiten dazu ausreichten, die Hilbertschen 
Gedanken bis zur praklischen Verwertung 
durchzudenken und  durchzuarbeiten. Hier 
mag es unsere Aufgabe sein, auf einige 
solehe in den IHlilbertschen Arbeiten stek- 
kende, teils schon gehobene, teils noch zu 
hebende Schälze hinzuweisen; man ehrt ja 
wohl einen rüsligen Jubilar nicht besser als 
indem man auf die Fruchtbarkeit seines Schaf- 
fens hinweist. 

Die Methoden, an die ich da in allererster 
linie denke, beziehen sich auf die Lösung 
der Randwertaufgaben gewöhnlicher und 
partieller  Differentialgleichungen. Verdankt 
ihm schon die Integralgleichungsme 
tho«de weileste Förderung, so hat er doch 
darüber hinaus nicht weniger als zwei selb 
ständige Methoden von größter Tragweite er- 
sonnen. Das ist die Methode der Varialions 
rechnung und die Methode der unendlich vie- 
len Variablen. Daß’ein Genie immer im 
Vorhandenen wurzelt, ist eine Binsenwahrheit 
Das Verdienst liegt in dem, was das Genie 
aus dem Vorhandenen macht. Eine Methode 


er Varialionsrechnung lag ja im 
Dirichletschen Prinzip vor. Man verwand!e 
es ım theorelischen Sinn Die Förderung. 


die ihm Weierstltaß' Kritik angedeihen ließ. 
bestand in seiner Vernichtung Erst Hil- 
berts krilischer Geist gab ihm wieder eine 
posilive Wendung, indem er zeigte, daß eben 
Weierstraß’ Kritik zu Unrecht erfolgt war, 
da sie die hier vorlies@fflen besonderen Be- 
dingungen gar nicht in Betracht zog. In 
Hilberts Ansatz lag bei dem Stand der 
Dinge um den Jahrhundertwechsel insofern 
eine ungeheure Wendung, als er Probleme der 
Varialionsrechnung ohne den Umweg über die 
Differentialgleichungen zu behandeln lehrte. 
Tatsächlich hat dann der Physiker Ritz als 
erster die Fruchtbarkeit dieses durch Hil- 
berts Leistung gangbar gewordenen Weges 
für die praktische Lösung von Randwert- 
aufgaben an mehreren voll durchgeführten 
Aufgaben aus der Theorie der Schwingung 
von Saiten um«d Membranen bestätigt. Wei- 
ter hat sich dann gezeigt, daß diese Methode 
es z.B. erlaubt, die Schwingungen der para- 
bolischen Membran rechnerisch zu verfolgen, 
eine Aufgabe, der die früheren Mittel nicht 
gewachsen waren. Gleich weit reichende Er- 
[olge hat die Methode der unendlich vie- 
len Variabeln in der Hilbertschen An- 
wendung auf Randwerlaufgaben noch nicht 
gezeiligt. Und doch liegt hier ein Verfahren 
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vor, das bei weiterer Ausbildung eine slarke 
Zugkraft verspricht. Man denke nur an die 
Bedeutung, die die Methode bei viel einfache- 
ren Aufgaben in ihren vor-Hilbertschen For- 
men z.B. als Methode der unbestimmten Ko- 
effizienten gewonnen hat. Hier handelt es sich 
hauptsächlich darum, das Entwicklungsverfah- 
ren, dessen Koeffizienlen die Aufgabe zu be- 
stimmen verlangt, den besonderen Verhältnis- 
sen der Aufgabe zweckmäßig anzupassen 
Man «denke weiler an die linearen Gleichun- 
sen mil unendlich vielen Unbekannten, auf 
die z.B. die praktische Auflösung der Inte- 
sralgleichungen aber auch die der Diffe- 
renzengleichungen, die in der Technik 
immer steigende Bedeulung gewinnen, zurück- 
führt. Sie harren noch «eines Mannes, der 
die Hilbertschen Methoden für die prak- 
tische Analysis nulzbar macht. In dieser Rich- 
tung vor allem eröffnet sich ein weites Feld 
von Aufgaben, die Hilberts Leistungen der 
praktischen Mathematik stellen. Liegt darin 
schon ein Verdienst, so wird es noch er- 
höht, wenn man bedenkt, daß Hilberts 
Schaffen eben den ersten und schwersten 
Schritt bewältigt hat: er hat die prinzipielle 
\löglichkeit der neuen Wese erkannt: Sache 
der technischen Durchbildung ist es dann, 
die Verfahren ökonomisch auszugeslalten. 
Bieberbach. 140. 


Berliner Ausschuß für technische Mecha- 
nik. Seit Ende April 1921 wurden in der 
23. bis 50. ordentlichen Sitzung «des Aus- 
schusses folgende Vorträge gehalten ! 

Prof. Dr.-Ing. Weber: »Über die Analogie 
zwischen (den > Problemen der Mechanik: 
benes Pendel, zylindrische Luftschilfhülle und 
Ilohlreifen unter Innendruck«. — Prof. von 
Karman, Aachen: »Oberflächenreibung von 
llüssigkeilen Prof. Dr.-Ing. Weber: »Ana- 
iogien in der Mechanik Prof. .Reißner: 
Die lelerung der Molorwagen Dr.-Ing 
Sonnlax: »Theorelische Grundlasen des Walz- 


vorganges Prof. Dr. Bieberbach: »No- 
mographie«. Prof, Weber: »Über die Rei- 


bungswiderslände der Schilfe und Plalten«. 
Dr. :W. Iloff /iele des Segellluges und der 
Wettbewerb in der Rhön«. 

Für die Monate Februar und März sind 
Vorträge von Herrn Prof. Hartmann 
»Uber «den heuligen Stand der Zwanglauflehre 
(Kinematik )«, 1. Teil: Die Bildungsgeselze der 
Mechanismen, 2. Teil: Die Bewegungsgeselze 
der Mechanismen, angekündigt. 


') Vergl. dazu diese Zeitschrift 1, 1921, S. 160. 


(Redaktionsschluß 28. Februar 1922.) 
Berichtigung 


zu dem Aufsatze von L. Prandtl (diese Zeitschriit 1, S. 431—1436). 


S, 433. 2. Zeile nach Formel (2): An Stelle von x» ist y zu Setzen. 


S, 433. Formel (4): Auf der rechten Seite der Gleichung ist der Faktor k zuzufügen. 


L. Pranditl. 


In der Ueberschrift der Buchbesprechung Bd. 1, S. 486, soll es heißen: »C. Bach, Elastizität 


und Festigkeit« statt »EKlektrizität und Festigkeite. 


Druck von A.W, Schade. Berlin N 39. 
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